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• Developing a bootstrap-based 

algorithm to estimate the mean vector 
and covariance matrix using a single 
reference sample.  

• Computing the control limits of 
multivariate generalized likelihood 
ratio and multivariate maximum 
charts based on a single reference 
sample.  

• Designing Phase II approaches to 
assess the effect of parameter 
estimation error on run-length 
properties of the proposed 
simultaneous monitoring methods. 

 

 

A R T I C L E    I N F O  A B S T R A C T 
Article history: 
Article Type: Research paper 
Received: 7 April 2026 
Revised: 17 May 2026 
Accepted: 30 May 2026 
Available online: 30 May 2026 
*Correspondence: m.maleki@iut.ac.ir 

 

In many real-world applications of statistical quality control, product 
quality is described by multiple correlated quality characteristics, where the 
occurrence of an assignable cause often leads to simultaneous changes in 
process mean vector and the covariance matrix. On the other hand, in Phase 
I analysis, due to reasons such as high sampling costs, limited time during 
process start-up, and short-run or customized production, a sufficient 
number of reference samples for estimating distribution parameters and 
determining control limits is often unavailable. Therefore, this paper focuses 
on simultaneous monitoring of mean vector and the covariance matrix 
under the condition that only a single reference sample is available in Phase 
I. To this end, a bootstrap-based algorithm is first developed to estimate the 
mean vector, the covariance matrix, and the control limits of the 
multivariate generalized likelihood ratio (MGLR) and the multivariate 
maximum charts in Phase I. Subsequently, online Phase II approaches are 
designed to evaluate the effect of estimation errors on the performance of 
the mentioned control charts. The results of extensive Monte Carlo 
simulations show that the proposed bootstrap algorithm provides accurate 
estimates of the distribution parameters and control limits despite relying 
on only a single reference sample. The findings also indicate that as the 
number of bootstrap samples increases, the indices related to the accuracy 
of parameter estimation gradually move closer to their target values. 
Furthermore, the analysis of the average run length (ARL), standard 
deviation of run length (SDRL), and median run length (MRL) under 
different shift scenarios demonstrates that estimation error affects the 
performance of both the multivariate generalized likelihood ratio and the 
multivariate maximum charts in Phase II. 
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1. Introduction 

In industrial and service environments, product 
quality is typically described by a set of correlated 
quality characteristics. Monitoring each variable 
independently not only ignores the underlying 
correlation structure but also inflates the false alarm 
rate and reduces the charts’ sensitivity to process 
disturbances. Moreover, in practice, the occurrence 
of assignable causes often induces concurrent 
changes in both the mean vector and the covariance 
matrix. Therefore, the design of joint monitoring 
schemes for the mean vector and covariance matrix 
is crucial for ensuring the rapid detection of process 
deviations in multivariate settings. For further 
information on statistical methods for simultaneous 
monitoring of the mean and variability, readers are 
referred to  Maleki et al., 2023; Noor-ul-Amin et al., 
2019; Saemian et al., 2023; Sharafi et al., 2022;  
Chatterjee al., 2023; Teoh et al., 2025. 
A significant challenge in many practical 
applications of statistical process control is the 
insufficient availability of reference observations in 
Phase I, which frequently leads to biased parameter 
estimation and, consequently, unreliable control 
limits. In this context, the bootstrap approach serves 
as an effective tool for parameter estimation and 
establishing control limits, primarily due to its 
distribution-free property and relatively low 
computational requirements. For further 
information on bootstrap-based control charts, 
readers are referred to Al-Lami et al., 2025; Chaing et 
al., 2018; Leiva et al., 2023; Modok et al., 2026; Panda 
& Wang, 2025; Perdana et al., 2025; and  Najafzadeh 
et al., 2026. 
Despite considerable progress in the joint 
monitoring of location and dispersion parameters 
across both univariate and multivariate domains, 
two critical research gaps still exist in the literature. 
First, while most prior research has emphasized the 
detection of shifts in the mean vector, the concurrent 
monitoring of both location and dispersion in 
multivariate processes has received comparatively 
less attention. Second, although the bootstrap has 
proven effective in univariate process monitoring, 
the adoption of this technique for designing 
multivariate control charts remains relatively 
underexplored. To address these shortcomings, this  
study, under the restrictive condition of having only 
a single reference sample in Phase I, pursues two 
main objectives: (1) developing bootstrap-based 
algorithms for estimating the mean vector, 
covariance matrix, and control limits of both 
multivariate maximum (MMAX) and multivariate 
generalized likelihood ratio (MGLR) charts; and (2) 
evaluating the impact of parameter estimation error 
on the sensitivity of these charts in Phase II. 

2. Methodology 

In this section, a bootstrap-based algorithm is 
described for estimating the mean vector and 

covariance matrix, and for establishing the upper 
control limits of the MGLR and MMAX control 
charts, under the restrictive condition of a single 
reference sample in Phase I. Furthermore, the 
proposed procedure for evaluating the impact of 
parameter estimation error on the performance of 
these control charts is presented. 
To estimate the distribution parameters and 
establish the upper control limit of the multivariate 
generalized likelihood ratio (MGLR) chart, a 
reference sample of size 𝑛𝑛 is collected in the first 
step. In the second step, the iteration index for the 
proposed Phase I bootstrap algorithm is set to 𝑟𝑟 = 1. 
In the third step, 𝑛𝑛 random integers with 
replacement are generated from the discrete uniform 
distribution {1,2, . . . ,𝑛𝑛} and stored in a row vector 
𝒃𝒃𝑟𝑟. In the fourth step, the elements of 𝒃𝒃𝑟𝑟  are 
arranged in ascending order to form the vector 𝒃𝒃𝑟𝑟′ . In 
Step 5, the transformed observation matrix 
corresponding for the 𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ bootstrap iteration, 
denoted by 𝑿𝑿𝑟𝑟∗ , is constructed based on the elements 
of vector 𝒃𝒃𝑟𝑟′ . In Step 6, the sample mean vector for 
the 𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ bootstrap iteration, denoted as                         

𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗ = 1
𝑛𝑛
∑ 𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

∗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 = �𝑥̄𝑥1,𝑟𝑟

∗ , 𝑥̄𝑥2,𝑟𝑟
∗ , . . . , 𝑥̄𝑥𝑝𝑝,𝑟𝑟

∗ �𝑇𝑇, is 

calculated, where 𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟
∗ = �𝑥𝑥1𝑗𝑗,𝑟𝑟

∗ , 𝑥𝑥2𝑗𝑗,𝑟𝑟
∗ , . . . , 𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑟𝑟

∗ �𝑇𝑇 
represents the 𝑗𝑗𝑡𝑡ℎ column of the matrix 𝑿𝑿𝑟𝑟∗ . In Step 7, 
the sample covariance matrix in the 𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ bootstrap 
iteration is calculated as                                                         

𝑺𝑺𝑟𝑟∗ = 1
𝑛𝑛−1

∑ �𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟
∗ − 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗��𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

∗ − 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗�𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

𝑇𝑇
, and 

subsequently, the iteration index 𝑟𝑟 is increased by 
one. In Step 8, if the bootstrap iteration index is less 
than 𝑅𝑅, the process returns to Step 3; otherwise, the 
algorithm proceeds to Step 9. In Step 9, the target 
mean vector is calculated as the arithmetic mean of 

the vectors 𝒙̄𝒙1∗ , 𝒙̄𝒙2∗ , . . . , 𝒙̄𝒙𝑅𝑅∗  as 𝒙̄𝒙∘ = ∑ 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗𝑅𝑅
𝑟𝑟=1
𝑅𝑅

. In Step 10, 
the target process covariance matrix is calculated 
based on estimated matrices 𝑺𝑺1∗ ,𝑺𝑺2∗ , . . . ,𝑺𝑺𝑅𝑅∗  as              

𝑺𝑺∘ = ∑ 𝑺𝑺𝑟𝑟∗𝑅𝑅
𝑟𝑟=1
𝑅𝑅

. In Step 11, transformation                        

𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟
′∗ = 𝑺𝑺∘−

1
2�𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

∗ − 𝒙̄𝒙∘� is applied to the columns of 
the bootstrap samples 𝑿𝑿1∗ ,𝑿𝑿2∗ , . . . ,𝑿𝑿𝑅𝑅∗ . In Step 12, the 
sample mean vector and the sample covariance 
matrix of each standardized bootstrap sample are 
computed as 𝒙̄𝒙𝑟𝑟′∗ = 1

𝑛𝑛
∑ 𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

′∗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 =

�𝑥̄𝑥1,𝑟𝑟
′∗ , 𝑥̄𝑥2,𝑟𝑟

′∗ , . . . , 𝑥̄𝑥𝑝𝑝,𝑟𝑟
′∗ �𝑇𝑇 and 𝑺𝑺𝑟𝑟′∗ = 1

𝑛𝑛−1
∑ �𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

′∗ −𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

𝒙̄𝒙𝑟𝑟′∗��𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟
′∗ − 𝒙̄𝒙𝑟𝑟′∗�

𝑇𝑇
, respectively. In Step 13, the 

generalized likelihood ratio statistic for the 𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ 

iteration is calculated as 𝐿𝐿𝑅𝑅𝑟𝑟∗ = 𝑛𝑛𝑛𝑛 �1
𝑝𝑝
𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑺𝑺𝑟𝑟′∗) −

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙(|𝑺𝑺𝑟𝑟′∗|)
1
𝑝𝑝 − 1� + 𝑛𝑛‖𝒙̄𝒙𝑟𝑟′∗‖2. In Step 14, the statistics 

𝐿𝐿𝑅𝑅1∗, 𝐿𝐿𝑅𝑅2∗ , . . . , 𝐿𝐿𝑅𝑅𝑅𝑅∗  are stored in a vector, denoted as 
𝒖𝒖 = �𝐿𝐿𝑅𝑅(1)

∗ , 𝐿𝐿𝑅𝑅(2)
∗ , . . . , 𝐿𝐿𝑅𝑅(𝑅𝑅)

∗ �, such that 𝐿𝐿𝑅𝑅(𝑟𝑟)
∗  

represents the 𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ ordered element of 𝒖𝒖. Finally, in 
Step 15, the 𝑅𝑅(1 − 𝛼𝛼)𝑡𝑡ℎ element of vector 𝒖𝒖 is 
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selected as the upper control limit for the bootstrap-
based MGLR chart and is denoted as 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺∗ . The 
proposed algorithm for estimating the distribution 
parameters and calculating the UCL for the MMAX 
chart is outlined as follows: First, a reference sample 
of size 𝑛𝑛 is collected in Phase I. In Step 2, the value of 
the bootstrap iteration is set to 𝑟𝑟 = 1. In Step 3, 𝑛𝑛 
random integers are generated with replacement 
from a discrete uniform distribution within the range 
{1,2, . . . ,𝑛𝑛} and stored in a row vector 𝒃𝒃𝑟𝑟. In Step 4, 
the elements of 𝒃𝒃𝑟𝑟  are sorted in ascending order to 
obtain the vector 𝒃𝒃𝑟𝑟′ . In Step 5, the transformed 
matrix 𝑿𝑿𝑟𝑟∗  is constructed based on the elements of 
𝒃𝒃𝑟𝑟′ . In Step 6, the sample mean vector for the 𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ 
bootstrap iteration is calculated as 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗ =
1
𝑛𝑛
∑ 𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

∗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 = �𝑥̄𝑥1,𝑟𝑟

∗ , 𝑥̄𝑥2,𝑟𝑟
∗ , . . . , 𝑥̄𝑥𝑝𝑝,𝑟𝑟

∗ �𝑇𝑇. In Step 7, the 

sample covariance matrix for the 𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ bootstrap 
iteration is calculated as                                     𝑺𝑺𝑟𝑟∗ =
1

𝑛𝑛−1
∑ �𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

∗ − 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗��𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟
∗ − 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗�𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
𝑇𝑇

, and the iteration 

index 𝑟𝑟 is incremented by one. In Step 8, if 𝑟𝑟 is less 
than 𝑅𝑅, the algorithm returns to Step 3; otherwise, it 
proceeds to Step 9. In Step 9, the mean vector of 

quality characteristics is determined as 𝒙̄𝒙∘ = ∑ 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗𝑅𝑅
𝑟𝑟=1
𝑅𝑅

, 
based on the arithmetic mean of the vectors 
𝒙̄𝒙1∗ , 𝒙̄𝒙2∗ , . . . , 𝒙̄𝒙𝑅𝑅∗ . In Step 10, the covariance matrix of 

quality characteristics is determined as 𝑺𝑺∘ = ∑ 𝑺𝑺𝑟𝑟∗𝑅𝑅
𝑟𝑟=1
𝑅𝑅

 
by calculating the arithmetic mean of the matrices 
𝑺𝑺1∗ ,𝑺𝑺2∗ , . . . ,𝑺𝑺𝑅𝑅∗ . In Step 11, the 𝑇𝑇𝑟𝑟2∗ statistic for each 
bootstrap sample is calculated as                    𝑇𝑇𝑟𝑟2∗ =
𝑛𝑛(𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗ − 𝒙̄𝒙∘)𝑇𝑇(𝑺𝑺∘)−1(𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗ − 𝒙̄𝒙∘) using the mean vector 
and covariance matrix derived from Steps 9 and 10. 
In Step 12, the 𝑊𝑊𝑟𝑟

∗ statistic for each bootstrap sample 
is computed according to the covariance matrix 

obtained in Step 10, as 𝑊𝑊𝑟𝑟
∗ = (𝑛𝑛−1)|𝑺𝑺𝑟𝑟∗ |

1
𝑝𝑝

|𝑺𝑺∘|
1
𝑝𝑝

. In Step 13, 

the standardized mean statistic for each bootstrap 
sample is calculated as                                        𝑀𝑀𝑟𝑟

∗ =
𝛷𝛷−1�𝐻𝐻𝑝𝑝(𝑇𝑇𝑟𝑟2∗)�. In Step 14, the standardized 
dispersion statistic for each bootstrap sample is 
calculated as 𝑉𝑉𝑟𝑟∗ = 𝛷𝛷−1�𝐺𝐺(𝑎𝑎,𝑏𝑏)(𝑊𝑊𝑟𝑟

∗)�. In Step 15, the 
multivariate maximum statistic for each bootstrap 
sample is calculated as 𝐶𝐶𝑟𝑟∗ = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{|𝑀𝑀𝑟𝑟

∗|, |𝑉𝑉𝑟𝑟∗|}. In 
Step 16, the statistics 𝐶𝐶1∗,𝐶𝐶2∗, . . . ,𝐶𝐶𝑅𝑅∗  are stored in a 
vector 𝒗𝒗 = �𝐶𝐶(1)

∗ ,𝐶𝐶(2)
∗ , . . . ,𝐶𝐶(𝑅𝑅)

∗ �, where 𝐶𝐶(𝑟𝑟)
∗  denotes 

the 𝑟𝑟𝑡𝑡ℎ element of 𝒗𝒗. In Step 17, the 𝑅𝑅(1 − 𝛼𝛼)𝑡𝑡ℎ 
element of vector 𝒗𝒗 is selected as the upper control 
limit of the bootstrap-based multivariate maximum 
chart, denoted as 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝑀𝑀∗ . Finally, Phase I yields the 
estimated mean vector 𝒙̄𝒙∘, the estimated covariance 
matrix 𝑺𝑺∘, and the control limits 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺∗  and 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝑀𝑀∗ . 
The implementation steps for the proposed 
multivariate generalized likelihood ratio chart in 
Phase II are as follows: In Step 1, the run length (RL) 
index is set to 𝑅𝑅𝑅𝑅 = 1. In Step 2, a sample of size 𝑛𝑛, 
denoted as 𝑿𝑿𝑅𝑅𝑅𝑅 = �𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,1,𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,2, . . . ,𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑛𝑛�, is 

collected. In Step 3, the columns of 𝑿𝑿𝑅𝑅𝑅𝑅 are 
transformed into multivariate standard normal 
observations using transformation                                  

𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗
′ = 𝑺𝑺∘−

1
2�𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗 − 𝒙̄𝒙∘�. In Step 4, the mean vector 

of the transformed observations from Step 3 is 
calculated as  
𝐱̄𝐱𝑅𝑅𝑅𝑅′ = 1

𝑛𝑛
∑ 𝐱𝐱𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗

′𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 = �𝑥̄𝑥𝑅𝑅𝑅𝑅,1

′ , 𝑥̄𝑥𝑅𝑅𝑅𝑅,2
′ , . . . , 𝑥̄𝑥𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑝𝑝

′ �𝑇𝑇. In 
Step 5, the sample covariance matrix of the 
transformed observations is determined as  
𝐒𝐒𝑅𝑅𝑅𝑅′ = 1

𝑛𝑛−1
∑ �𝐱𝐱𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗

′ − 𝒙̄𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅′ ��𝐱𝐱𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗
′ − 𝒙̄𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅′ �𝑇𝑇𝑛𝑛

𝑗𝑗=1 . In Step 
6, the MGLR statistic is derived based on the outputs 
of Steps 4 and 5 as 𝐿𝐿𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑎𝑎 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑔𝑔 − 1) +
𝑛𝑛‖𝒙̄𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅′ ‖2. In Step 7, the MGLR statistic for the 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡ℎ 
sample is compared with the 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺∗ . If                       
𝐿𝐿𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 < 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺∗ , RL is incremented by one; otherwise, 
the value of RL index is recorded. Steps 1 through 7 
are repeated Q times, and the average, standard 
deviation, and median of the resulting RL values are 
reported. 
The implementation steps for the proposed MMAX 
control chart are as follows: In Step 1, the run length 
index is set to 𝑅𝑅𝑅𝑅 = 1. In Step 2, a random sample of 
size 𝑛𝑛 is generated to form the 𝑝𝑝 × 𝑛𝑛 matrix of    
𝑿𝑿𝑅𝑅𝑅𝑅 = �𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,1,𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,2, . . . ,𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑛𝑛�. In Step 3, the sample 
mean vector of matrix 𝑿𝑿𝑅𝑅𝑅𝑅 is calculated as                     

𝒙̄𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅 = 1
𝑛𝑛
∑ 𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 = �𝑥̄𝑥𝑅𝑅𝑅𝑅,1, 𝑥̄𝑥𝑅𝑅𝑅𝑅,2, . . . , 𝑥̄𝑥𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑝𝑝�

𝑇𝑇
. In 

Step 4, the sample covariance matrix is computed as 

𝑺𝑺𝑅𝑅𝑅𝑅 = 1
𝑛𝑛−1

∑ �𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗 − 𝒙̄𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅��𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗 − 𝒙̄𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

𝑇𝑇
. In Step 

5, the mean statistic for the 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡ℎ sample is 
determined as 𝑇𝑇𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑛𝑛(𝒙̄𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅 − 𝒙̄𝒙∘)𝑇𝑇(𝑺𝑺∘)−1(𝒙̄𝒙𝑖𝑖 − 𝒙̄𝒙∘). 
In Step 6, the dispersion statistic corresponding to 

the 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡ℎ sample is calculated as 𝑊𝑊𝑅𝑅𝑅𝑅 = (𝑛𝑛−1)|𝑺𝑺𝑅𝑅𝑅𝑅|
1
𝑝𝑝

|𝑺𝑺∘|
1
𝑝𝑝

. In 

Step 7, the standardized values of the mean and 
dispersion statistics are obtained as                                 
𝑀𝑀𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝛷𝛷−1�𝐻𝐻𝑝𝑝(𝑇𝑇𝑅𝑅𝑅𝑅2 )� and 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝛷𝛷−1�𝐺𝐺(𝑎𝑎,𝑏𝑏)(𝑊𝑊𝑅𝑅𝑅𝑅)�, 
respectively. In Step 8, the maximum statistic 
corresponding to the 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑡𝑡ℎ sample is determined as 
𝐶𝐶𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{|𝑀𝑀𝑅𝑅𝑅𝑅|, |𝑉𝑉𝑅𝑅𝑅𝑅|}. In Step 9, the MMAX 
statistic is compared with the 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝑀𝑀∗ . If 𝐶𝐶𝑅𝑅𝑅𝑅 < 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝑀𝑀∗ , 
the run length index is incremented by one; 
otherwise, the value of RL is recorded. To evaluate 
the performance of the chart, the procedure (Steps 1–
9) is replicated Q times, and the mean, standard 
deviation, and median of the resulting run lengths 
are recorded. 

3. Results and Discussion  

The Phase I results indicate that the proposed 
bootstrap algorithm, despite utilizing only a single 
reference sample, even when relying on a single 
reference sample, provides reliable estimates of the 
mean vector and covariance matrix. The index ‘sum 
of absolute values of the estimated mean vector’ with 
target value of 0, decreases from 1.3219 to 1.2815 as 
the number of bootstrap samples increases from 3 to 
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50, exhibiting a gradual downward trend, indicating 
a slight enhancement in the precision of the mean 
vector estimation. The index ‘sum of all elements of 
the estimated covariance matrix’ with target of 15 
increases from 9.4586 to 10.7759 as the number of 
bootstrap iterations rise from 3 to 50. Despite the 
upward trend toward the target, the persistent gap 
at 50 iterations suggests that further resampling is 
necessary for precise covariance estimation. 
Furthermore, the index ‘sum of the main diagonal 
elements of the estimated covariance matrix’ with 
target value 5 shows a consistent upward trend, 
rising from 3.9289 (at 3 samples) to 4.2784 (at 50 
samples). As expected, increasing the number of 
resamples stabilizes the variance estimates and 
drives them closer to their true target values. 
In Phase II, the emphasis is placed on assessing the 
impact of estimation error on the ARL measure. For 
induvial mean shifts, the Classical-Max chart 
consistently yields smaller ARL values than the 
Classical-MGLR chart. Specifically, the Classical-Max 
chart detects shifts approximately 10.59%, 48.18%, 
60.70%, and 52.63% faster for 𝛿𝛿 = 0.25,0.5,0.75,1 , 
respectively. While this difference is small for small 
shifts, it becomes substantially more evident as the 
shift magnitude increases. Under the scenario of a 
dispersion change (i.e., standard deviation 
disturbances), the Classical-Max chart also 
outperforms Classical-MGLR scheme for all values of 
𝜓𝜓. The performance gap initially increases as the 
shift magnitude increases but subsequently 
decreases in larger shifts. Under concurrent shifts in 
both the mean and dispersion, the Classical-Max 
chart consistently yields a lower ARL compared to 
the Classical-MGLR scheme across all shift levels, 
with improvements ranging from 38.45% to 53.34%. 
This demonstrates the superiority of the MMAX 
chart in rapidly detecting both individual and 
concurrent shifts in mean and dispersion 
parameters. Besides, the results indicate that 
parameter estimation error increases both the ARL 
and SDRL indices for both control charts. For the 
Bootstrap-MGLR chart under individual mean shifts, 
the increase in ARL for shift magnitudes of 0.25, 0.5, 
0.75, and 1.0 is 3.06%, 5.60%, 7.07%, and 9.22%, 
respectively. Under covariance matrix disturbances, 
the increase in ARL becomes considerably more 
tangible; for shift magnitudes of 1.1, 1.2, 1.3, and 1.5, 
the corresponding percentage increases are 3.75%, 
5.85%, 8.96%, and 15.08%, respectively. This pattern 
indicates that, for small changes, the impact of 
parameter estimation error is limited; however, as 
the dispersion shifts become larger, additional 
variability induced by the bootstrap-based 
estimation error substantially reduces the detection 
capability of the MGLR chart. Furthermore, across all 
mean shift levels, the increase in the ARL index for 
the MMAX chart due to parameter estimation error 
ranges from 5.24% for 𝛿𝛿 = 0.25 to 13.60% when 𝛿𝛿 =
1. Under standard deviation shifts, this increase 

ranges from 2.38% for a shift magnitude of 1.1 to 
15.76% for a shift magnitude of 1.5. For concurrent 
shifts, the ARL of the bootstrap versions of both 
charts (MMGLR and MMAX) is larger than that of 
their classical counterparts across all shift levels; for 
the Bootstrap-MGLR chart, this increase is 
approximately between 4.5% and over 10%, while for 
the Bootstrap-Max chart it varies from 6.77% to 
12.73%. Overall, the Phase II results indicate that 
parameter estimation error induced by the bootstrap 
procedure leads to an increase in ARL and SDRL and, 
consequently, a reduction in the sensitivity of both 
charts, particularly under larger shifts and dispersion 
disturbances. In addition, the MMAX chart exhibits 
higher detection power than the MMGLR chart in 
rapid identification of mean shifts, dispersion shifts, 
and joint shifts, both in the absence and presence of 
parameter estimation error. 

4. Conclusions 

This study aimed to address the challenges of limited 
reference data in Phase I by developing a bootstrap-
based algorithm for parameter estimation and 
control limit establishment for two well-known 
schemes for concurrent monitoring, namely the 
MGLR and MMAX control charts. Monte Carlo 
simulations demonstrated that the proposed 
approach achieves satisfactory accuracy in 
estimating the mean vector, covariance matrix, and 
control limits, despite relying on a single reference 
sample. Findings indicate that as the number of 
bootstrap samples increases, the estimators for the 
mean vector and covariance matrix converge 
gradually toward their target values; however, a 
larger number of bootstrap samples is recommended 
to achieve higher precision in estimating the 
components of the covariance matrix. Phase II 
analyses confirmed that parameter estimation error, 
resulting from data limitations in Phase I, degrades 
the detection performance of both control charts. 
Nevertheless, the MMAX chart maintains its 
superiority in the rapid detection of process 
disturbances, particularly under concurrent shifts in 
both the mean and dispersion. Finally, as this study 
assumes a constant process dimensionality, future 
research should explore adaptive strategies to 
identify out-of-control variables and dynamically 
update parameter estimates. 
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 مقدمه  -1

خدماتی،   از  بسیاري   در و  صنعتی    کیفیت   کاربردهاي 
  کیفی قابل   مشخصه  یک  با  یا خروجی فرآیند تنها  محصول
 مشخصه  چندین  توسط  همزمان  طوربه   و   نیست  توصیف

سنجیده ساختار    گرفتن نادیده.  شودمی   همبسته 
متغیرها میان   کدام   هر  جداگانه  پایش  و  همبستگی 

و    اشتباه  هشدارهاي   نرخ  افزایش  به   منجر   تواندمی 
 واقعی   تغییرات  نمودار در تشخیص  توان  همچنین کاهش 

  کنترل  نمودارهاي   از  استفاده  رو،ازاین.  شود  فرآیند  در
  همبستگی  ساختار  گرفتن  نظر  در  به  قادر  که  چندمتغیره

 برخوردار   اي ویژه  اهمیت  از  باشند،  کیفی  هاي مشخصه   بین 
 پایش   براي   مناسب   کنترل  نمودارهاي   طراحی.  است

 ارائه   موجب  تنهانه   همبسته  هاي مشخصه  این  همزمان
 امکان  بلکه  شود،می   فرآیند  وضعیت  از  تر دقیق  تصویري 
 تحت  شرایط  از   انحرافات  مؤثرتر  و  ترسریع  شناسایی

واقعیت،   .کند می   فراهم  نیز   را  کنترل  در  دیگر،  طرف  از 
  است   ممکن  تولید  سیکل  خلال  در  بادلیل  انحراف  وقوع
 هايمشخصه  پراکندگی  و  میانگین  در  همزمان  تغییر  باعث
  ساخت  فرآیند  در  مثال،  عنوان  به.  شود  مطالعه  تحت  کیفی

 تواند می   شابلون   یک  نامناسب  موقعیت   مدارهاي الکتریکی،
  لحیم  خمیر  ضخامت   واریانس  و  میانگین  در  تغییر  به  منجر
  وقوع  علاوه،  به.  شود  مدار  هاي تخته  روي   بر  شده  چاپ
  ممکن  مطالعه  تحت  کیفی  مشخصه  واریانس  در  تغییر
.  باشد  اثرگذار  میانگین  کنترل  نمودار  کنترل  حدود  بر  است

  توام   کشف  براي   برخط  نظارت  رویکردهاي   توسعه  بنابراین
فرآیندهاي   مقیاس  و  تمرکز   پارامترهاي   در  اختلالات

تکنیک  ضروري   بسیار  چندمتغیره آماري است.  هاي 
  و   تمرکز  پارامترهاي   همزمان  پایش  براي   چندمتغیره

.  شوندمی   بندي طبقه   دسته  دو  به   کلی  طوربه   مقیاس
 از  کدام  هر  براي   جداگانه  آماره   دو  از  اول  دسته  رویکردهاي 
  که  کنند می   استفاده  پراکندگی  و  میانگین   پارامترهاي 

 وجود   دلیل  به  کنترل  هايطرح   نوع  این   از  استفاده
  کنترل  پژوهشگران  توجه  مورد  دیگر  هایی،محدودیت

  یک   از  دوم  دسته   کنترل  نمودارهاي .  نیست  آماري   کیفیت
  که   کنندمی   استفاده  توام  پایش  براي   فرد  به  منحصر  آماره
 دسته  دو  به  خود  نوبه  به  نیز  برخط  نظارت  هاي طرح  این
  ناحیه   با  اي آمارهتک  و  سنتی   کنترل   حد  با  اي امارهتک

به برخی    . شوندمی   بندي تقسیم   بعدي   دو  کنترل  ادامه  در 
 .شودهاي آماري نظارت توام اشاره میترین روشاز مهم 

سلماس و  سال    نیاملکی                           2017در 
)Maleki & Salmasnia, 2017(   نمودار یک  توسعه  به 

  هاي جمع تجمعی و نسبتکنترل ترکیبی مبتنی بر آماره 
تر تغییرات یافته به منظور کشف سریع تعمیم   نماییدرست
د نرمال  توام  کیفی  مشخصه  معیار  انحراف  و  میانگین  ر 

نورالامین  سال    همکاران  و  1پرداختند.                 2019در 
)Noor-ul-Amin et al., 2019  (آزمون  کنترل  نمودار  یک 

  و  میانگین  توام  پایش  براي   یافتهتعمیم  نماییدرست   نسبت
 مجموعه   از  گیري نمونه   با استفاده از روش  فرآیند،  واریانس

  2021در سال    همکاران  و  2لو   .دادند  ارائه  زوجی  دار  رتبه
)Lu et al., 2021  (متحرك  میانگین   کنترل   ودارنم  یک  

  منظور   به  کمکی   متغیر   بر  مبتنی   ماکزیمم  عمومی  موزون
 تغییرات   دسته  دو  هر  کشف  در  نمودار  حساسیت   بهبود

 توسعه  فرآیند  واریانس  یا/و  میانگین  در  کاهشی  و  افزایشی
همکار  3جائیم   .دادند سال    ان و                           2021در 

)Jaime et al., 2021طالعه خطاي تخمین بر شاخص ) به م
نمودارهاي   کنترل  از  خارج  و  کنترل  تحت  دنباله  طول 

آن   𝑋𝑋�/𝑆𝑆  ترکیبی تعداد پرداختند.  تعیین  به  ادامه  در  ها 
فاز  نمونه  قبول    1هاي  قابل  سطوح  به  دستیابی  براي 

کنترل و خارج از   تحت  در دو حالت  𝑋𝑋�/𝑆𝑆  عملکرد نمودار 
پرداختند. سال    همکاران  و  صائمیان کنترل    2023در 

)Saemian et al., 2023  (کنترل   نمودار   یک  توسعه  هب  
  نمایی  موزون  متحرك  میانگین   آماره  بر  مبتنی  باحفظه 
 براي   Max-HEWMAMS  نمودار  عنوان  تحت  ترکیبی

 واریانس   و   میانگین  پارامترهاي   در  همزمان  تغییرات  کشف
 گیري اندازه  خطاي   حضور  در  نرمال  کیفی   مشخصه

 موزون  متحرك  میانگین   کنترل   نمودار  یک  .پرداختند
  تغییرات   توام   ردیابی  براي   گانه  سه  ماکزیمم  نمایی

سال   همکاران   و  4چاترجی  توسط  واریانس  و  میانگین در 
2023  )Chatterjee et al., 2023  (و   پروین  .شد  معرفی  

  وسعه ت  به )  Parvin et al., 2023(  2023در سال    همکاران
 متحرك میانگین  آماره  بر مبتنی  تطبیقی  کنترل  نمودار  دو

 واریانس   و  میانگین  همزمان  پایش  منظور  به  نمایی  موزون
 .پرداختند  نامعلوم   پارامترهاي   تحت  نرمال  کیفی   مشخصه

 
1 Noor-ul-Amin 
2 Lu 
3 Jaime 
4 Chatterjee 
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سال    همکاران  و  ترجیچا                   2024در 
)Chatterjee et al., 2024  (متحرك  میانگین   آماره   یک 

 همزمان   پایش   براي   ماکزیمم)  GWMA(  عمومی  موزون
 توزیع   هاآن.  دادند  پیشنهاد  فرآیند  واریانس  و  میانگین

  نمودارهاي  با   را  پیشنهادي   کنترل   نمودار  دنباله  طول
  میانگین  و   ماکزییم  نمایی  موزون  متحرك  میانگین
  از  استفاده   با   ماکزیمم  دوگانه   نمایی  موزون  متحرك

  منظور  به   .کردند  مقایسه  سازي شبیه   و  واقعی  هاي داده
  توام   پایش  رویکردهاي   زمینه   در  تربیش   اطلاعات  کسب

سلماس  و  میانگین به  همکارانپراکندگی  و  سال   نیا  در 
2018  )Salmasnia et al., 2018  ،(  پورزرکشیان و همکاران

شرفی و  )،  Pourzarkeshian et al., 2022(  2022در سال  
سال    همکاران و Sharafi et al., 2022(  2022در  پري   ،(

سال    1ونگ و  Perry & Wang, 2022(  2022در  ملکی   ،(
و  )،  Maleki et al., 2023(  2023در سال  همکاران   ایجی 

سال   در   ، 2تئوه )،  Iji et al., 2023(   2025همکاران 
قزوینی و ) و  Teoh et al., 2025(  2025در سال    همکاران

سال   در  و  Ghazvini et al., 2026(  2026همکاران   (
مک مروري  مقالات  در   3چاکرابورتی  و  کراکنهمچنین 

  و )  McCracken & Chakraborti, 2013(   2013سال  
سال    همکاران  و   بالجلیل  ,.Jalilibal et al(   2022در 

 مراجعه شود.  )2022
  کیفیت   کنترل  واقعی  کاربردهاي   در  دیگر  مهم  موضوع 
 فرض   معمولا   کنترل  نمودارهاي  که  است  آن  آماري 

 از   فرآیند  از  شده  آوري جمع  هاي داده)  1(  که  کنندمی 
  توزیع   پارامترهاي )  2(  کنند، می  پیروي   نرمال  توزیع

 کافی  تعداد  اساس  بر  مطالعه  تحت  کیفی  هاي مشخصه
 در  حال،  این  با .  اندشده   برآورد  1  فاز  در  مرجع  مشاهدات

  آوريجمع  امکان  خدماتی،  و   صنعتی  هاي محیط   از  بسیاري 
 عملا   1  فاز  تحلیل  و  تجزیه  خلال  در  مشاهدات  کافی  تعداد
 هايمشخصه  توزیع  که  زمانی  همچنین.  نیست  میسر
  برآورد   امکان  باشد،  غیرنرمال   یا  نامعلوم  نظارت تحت  کیفی 

 حدود  محاسبه  نتیجه   در  و  نظر  مورد  توزیع  پارامترهاي 
.  با اریبی قابل توجهی توام باشد   است   ممکن  نمودار  کنترل 

 استرپ بوت  مانند  محاسباتی  هايروش  شرایط،  این  در
  کنترل   حدود  تعیین  براي   توانندمی   ناپارامتري،  یا  پارامتري 

 
1 Perry & Wang 
2 Teoh 
3 McCracken & Chakraborti 

 از  یکی .  شوند  استفاده   آماري   کیفیت   کنترل  نمودارهاي 
  مفروضاتی  با   که   است   این  استرپبوت  روش  مهم  مزایاي 

 محدود   فرآیند   از  شده   آوري جمع  مشاهدات  توزیع  مورد  در
  روش   از  استفاده  منظور  به  دیگر  عبارت  به.  شودنمی
 مفروض  دو  به  تنها  کنترل  نمودار   طراحی  در  استرپبوت

 زیر   هر  درون   مشاهدات  بودن  مستقل  و  فرآیند  پایداري 
 آن   آماري   روش  این  از  استفاده  دوم  مزیت.  است  نیاز   گروه
  کوتاهی  نسبتا   محاسباتی  زمان  از  معمولا   که  است

  هايداده  از  تنها  استرپبوت  روش  واقع  در.  است  برخوردار
  سپس  و  پارامتر  برآوردگر  توزیع  برآورد  منظور   به   نمونه

  در  . کندمی   استفاده  نمودار  مناسب  کنترل   حدود  محاسبه 
  روش   کارگیري به   به  روزافزونی  توجه  اخیر،  دهه
 آماري  کیفیت  کنترل  نمودارهاي   طراحی  در  استرپبوت

اخیر در    شده  معطوف از مقالات  برخی  به  ادامه  است؛ در 
 شود: این حوزه اشاره می

همکاران    پویامه سال  و                               2022در 
)Mahpouya et al., 2022  کنترل نمودار  طراحی  به   (

به   دسترسی  عدم  محدودیت  دو  تحت  تی  مربع  استوار 
داده وجود  و  مرجع  مشاهدات  کافی  پرت  تعداد  هاي 

ساها سال    همکاران   و  4پرداختند.                     2022در 
)Saha et al., 2022  (کنترل   نمودارهاي  توسعه  به  

 مشخصه  در  صدکی  تغییرات  کشف  براي   استرپیبوت
در سال    همکاران  و  5ما   .پرداختند  نمایی  -لجستیک  کیفی 
2022  )Ma et al., 2022  (استرپ بوت  کنترل  نمودار  یک 
 توزیع  هاي چندك  در  تغییرات  تشخیص  براي   استوار

 مورد   کیفی  مشخصه  آن،  در  که  کردند  ارائه  لجستیکلگ
و    6لیوا  .است   شده  گرفته  نظر  در  محصول  عمر  پایش

سال  همکاران   رLeiva et al., 2023(  2023در  وشی ) 
بوت تکنیک  بر  تغییر  مبتنی  پایش  براي  پارامتري  استرپ 

لگاریتمی متقارن  توزیع  در چندك به خانواده  هاي متعلق 
نمودند. سال    همکاران  و  سعید  ارائه                              2024در 

)Saeed et al., 2024  (بر   مبتنی   کنترل   نمودار  توسعه  ه ب  
 فرآیند  تغییرپذیري   پایش  براي   صدکی  استرپ بوت  روش

و   7پردانا  .پرداختند   غیرنرمال  مشاهدات  وجود   شرایط  در
به Perdana et al., 2025(  2025در سال  همکاران   ارائه    ) 

کنترل   نمودار  بوت  �𝑋𝑋یک  روش  یک  اساس  استرپ بر 
 

4 Saha 
5 Ma 
6 Leiva 
7 Perdana 
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داده با  مواجهه  در  پرداختند.  بهبودیافته  غیرنرمال  هاي 
با آن را  پیشنهادي  نمودار  پایین  و  بالا  کنترل  حدود  ها 

بوت روش  از  تعیین  استفاده  نحوي  به  بهبودیافته  استرپ 
کنترل   تحت  دنباله  متوسط طول  مقدار مطلوب  تا  کردند 

اللامیحاص شود.  همکاران    1ل  سال  و                           2025در 
)Al-Lami et al., 2025  کنترل نمودار  یک  معرفی  به   (

تکنیک بر  بوتمبتنی  پایش هاي  براي  پارامتري  استرپ 
 2ونگ  و  هاي توزیع هندسی لیندلی پرداختند. پانداچندك

  کنترل دو نمودار) Panda & Wang, 2025(  2025در سال 
مبتنی  نمودار    و  یافتهتعمیم  استرپبوت  روش  بر   شامل 

 براي  نرمال  هاي ریبتق  اساس   بر  شوهارت  نوع  از  نمودار
 ها آن .  نمودند  طراحی  نرمال لوگ   توزیع  هاي چندك   پایش

  نمونه   حجم  در  را  پیشنهادي   کنترل  نمودار  دو  عملکرد
  کارلو   مونت  گسترده  هاي سازي شبیه   از  استفاده  با  محدود
 استرپ بوت  کنترل  نمودار  که  دادند  نشان  و  مقایسه

  دنباله   طول  متوسط   شاخص  دو  هر  ازاي   به  پیشنهادي 
)ARLو عملکرد SDRL(  دنباله   طول   معیار  انحراف  )   (  

کسب    .دارد  شوهارت  نمودار  به   نسبت   بهتري  منظور  به 
بیش  مهمی  اطلاعات  مراجع  به  چیانگتر  و   3مانند 

 4)، دآندرادهChiang et al., 2018(  2018در سال  همکاران  
همکاران سال    و  )،  de Andrade et al., 2022(  2022در 

و همکاران    6)، مودوكQiao, 2025(  2025در سال    5کیائو 
سال   نجفModok et al., 2026(  2026در  و  و  )  زاده 
سال  همکاران   )  Najafzadeh et al., 2026(  2026در 

 جعه شود.مرا
عنوان شده، بخش مطالب  اساس    تحقیقات  از  اي عمده   بر 

 ردیابی  بر  چندمتغیره  کنترل  نمودارهاي   حوزه  در  پیشین
 متمرکز   کیفی   هاي مشخصه  میانگین   بردار  در  تغییرات

  همزمان پراکندگی   پایش  که   است  حالی  در  این.  است   بوده
بخشی   هايتکنیک   موفق  اجراي   از  ناپذیرجدایی  فرآیند 

بوده و بایستی در   مختلف  صنایع  در  آماري   کیفیت  کنترل
 از طرف دیگر، اگرچه   .نظر قرار گیردکنار بردار میانگین مد 

  متغیرهتک  فرآیندهاي   پایش  در  استرپبوت  روش
در   یافته  فراوانی  کاربردهاي  اندکی  تحقیقات  اما  است، 
به  نمودارهاي زمینه  طراحی  در  روش  این  کارگیري 

 
1 Al-Lami 
2 Panda & Wang 
3 Chiang 
4 de Andrade 
5 Qiao 
6 Modok 

کارگیري روش   به  به علاوه،  است.  انجام شده  چندمتغیره 
تکنیکبوت طراحی  در  همزمان استرپ  پایش  آماري  هاي 

میانگین و پراکندگی مورد غفلت واقع شده است. بنابراین  
بردار  همزمان  پایش  رویکرد  دو  طراحی  مقاله  این  در 

استرپ میانگین و ماتریس کوواریانس مبتنی بر روش بوت
قرار   توجه  مورد  مرجع  نمونه  یک  تنها  محدودیت  تحت 

به این صورتسازمانمی  این مقاله  دهی شده  گیرد. ساختار 
در که:    معرفی  به   ترتیب  به  3  و  2  هاي بخش  است 

  یافتهتعمیم  نماییدرست   نسبت   کنترل  نمودارهاي 
  پرداخته   چندمتغیره   ماکزیمم  کنترل  نمودار  و  چندمتغیره

 تکنیک  بر   مبتنی  الگوریتم  طراحی  به  4  بخش.  شودمی 
  آن،   در  که  است  یافته  اختصاص  1  فاز  در  استرپبوت

ترتیب در  نمودار  دو   هر  براي   الگوریتم  جزئیات به    مذکور 
  ، 5  بخش  در.  گرددمی  ارائه  2-4  و  1-4  هاي زیربخش

نمودارهاي طراحی  براي  پیشنهادي    کنترل   روش 
 تخمین  خطاي   اثر  گرفتن  نظر  در  با  2  فاز  در  پیشنهادي 

  عددي،  مثال  طریق  از  6  بخش   در.  شودبیان می  پارامترها
عملکرد پیشنهادي   ابتدا  و   تخمین  در  الگوریتم   پارامترها 

  بر   پارامتر  تخمین  ارزیابی و سپس اثر  کنترل  حدود  تعیین
 مورد بررسی قرار  نمودارهاي ذکر شده  دنباله  طول  منحنی

گیري و ارائه پیشنهاد  به نتیجه  7در نهایت بخش   .گیردمی 
 یابد. هاي آتی اختصاص میبراي پژوهش

نسبت    -2 کنترل    نمایی درستنمودار 
 یافته چندمتغیرهتعمیم

بر    فرآیندي  کیفیت محصول  آن  بگیرید که در  نظر  در  را 
از    𝑝𝑝حسب   و  شده  توصیف  همبسته  کیفی  مشخصه 

و    𝑛𝑛هاي  نمونه  میانگین  بر  توام  نظارت  براي  تایی 
شود. در این صورت ماتریس پراکندگی فرآیند استفاده می 

𝑝𝑝 × 𝑛𝑛    بعدي حاوي مشاهدات اخذ شده در نمونه𝑖𝑖    ام به
𝑿𝑿𝑖𝑖صورت   = (𝒙𝒙𝑖𝑖1,𝒙𝒙𝑖𝑖2, . . . ,𝒙𝒙𝑖𝑖𝑖𝑖)   شود که در آن توصیف می

𝒙𝒙𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝑥𝑥𝑖𝑖1𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑖𝑖2𝑗𝑗 , . . . , 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�
𝑇𝑇  دهنده بردار ستونی  نشان𝑝𝑝  

ام است. زمانی که فرآیند   𝑖𝑖امین مشاهده از نمونه    𝑗𝑗بعدي  
می  فرض  باشد،  کنترل  تحت  حالت  بردارهاي  در  که  شود 

𝒙𝒙𝑖𝑖𝑖𝑖; 𝑗𝑗 = 1,2, . . . ,𝑛𝑛   بردار با  متغیره  چند  نرمال  توزیع  از 
𝑝𝑝میانگین   × کوواریانس    𝝁𝝁𝐼𝐼𝐼𝐼  بعدي   1 ماتریس  𝑝𝑝و  × 𝑝𝑝 

می  𝜮𝜮𝐼𝐼𝐼𝐼بعدي   و پیروي  تجزیه  اساس  بر  دو  هر  که  کند 
. فرض کنید وقوع عامل انحراف معلوم هستند  1تحلیل فاز  
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شماره   نمونه  میانگین    𝜏𝜏در  بردار  در  انحراف  ایجاد  باعث 
براي  این صورت  در  فرآیند شود.  کوواریانس  ماتریس  و/یا 

شده  نمونه  اخذ  𝑖𝑖هاي  = 1,2, . . . , 𝜏𝜏   مشاهدات بردار   ،
𝒙𝒙𝑖𝑖𝑖𝑖; 𝑗𝑗 = 1,2, . . . ,𝑛𝑛    با چندمتغیره  نرمال  توزیع  از 

𝒙𝒙𝑖𝑖𝑖𝑖~𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝝁𝝁𝐼𝐼𝐼𝐼پارامترهاي   ,𝜮𝜮𝐼𝐼𝐼𝐼)   پیروي کرده، در حالی
نمونه براي  𝑖𝑖هاي  که  = 𝜏𝜏 + 1, 𝜏𝜏 + 2, . . . ,𝑇𝑇   داریم

𝒙𝒙𝑖𝑖𝑖𝑖~𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝝁𝝁𝑂𝑂𝑂𝑂 ,𝜮𝜮𝑂𝑂𝑂𝑂)  که است  ذکر  به  لازم   .𝑇𝑇    بیانگر
𝝁𝝁𝐼𝐼𝐼𝐼زمان کشف اختلال رخ داده در فرآیند بوده و   ≠ 𝝁𝝁𝑂𝑂𝑂𝑂 

𝜮𝜮𝑂𝑂𝑂𝑂و   ≠ 𝜮𝜮𝐼𝐼𝐼𝐼  نشان ترتیب  و به  میانگین  بردار  دهنده 
هستند.   کنترل  از  خارج  حالت  در  کوواریانس  ماتریس 
پایش همزمان بردار میانگین و ماتریس کوواریانس فرآیند 

 نرمال چندمتغیره معادل با انجام آزمون فرض زیر است: 

)1( �𝐻𝐻0:𝝁𝝁 = 𝝁𝝁𝐼𝐼𝐼𝐼  and 𝚺𝚺 = 𝚺𝚺𝐼𝐼𝐼𝐼
𝐻𝐻1:𝝁𝝁 ≠ 𝝁𝝁𝐼𝐼𝐼𝐼   or  𝚺𝚺 ≠ 𝚺𝚺𝐼𝐼𝐼𝐼

 

آماري  تکنیک  اساس  بر  بالا  آزمون فرض  انجام  منظور  به 
)، ابتدا MGLRیافته چندمتغیره ( تعمیم  نماییدرست نسبت  

) اعمال  2تبدیل  شده  اخذ  مشاهدات  بردار  روي  بر   (
 شود:می 

)2( 𝒙𝒙𝑖𝑖𝑖𝑖ʹ = 𝜮𝜮𝐼𝐼𝐼𝐼
−12�𝒙𝒙𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝝁𝝁𝐼𝐼𝐼𝐼� 

از    ′𝒙𝒙𝑖𝑖𝑖𝑖در این صورت زمانی که فرآیند تحت کنترل باشد  
استاندارد   نرمال  میانگین   𝑝𝑝توزیع  بردار  با                  متغیره 

𝝁𝝁𝐼𝐼𝐼𝐼′ = 𝟎𝟎𝑝𝑝×1    کوواریانس ماتریس  ′𝜮𝜮𝐼𝐼𝐼𝐼و  = 𝑰𝑰𝑃𝑃   پیروي
نیز تبدیل 1خواهد نمود. روشن است که آزمون فرض (  (

 به آزمون زیر خواهد شد: 

)3( �
𝐻𝐻0:𝝁𝝁 = 𝟎𝟎𝑝𝑝×1 and 𝚺𝚺 = 𝐈𝐈𝑝𝑝
𝐻𝐻1:𝝁𝝁 ≠ 𝟎𝟎𝑝𝑝×1  or  𝚺𝚺 ≠ 𝐈𝐈𝑝𝑝

 

کوواریانس  ماتریس  و  میانگین  بردار  ابتدا  منظور  بدین 
زیر گروه  نمونه  براي  (رابطه  به صورت  𝑖𝑖اي  ) 5) و (4هاي 

 شوند:محاسبه می 

)4( 𝒙𝒙�𝒊𝒊ʹ =
1
𝑛𝑛
�𝒙𝒙𝑖𝑖𝑖𝑖ʹ
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

= �𝑥̅𝑥𝑖𝑖1ʹ , 𝑥̅𝑥𝑖𝑖2ʹ , … , 𝑥̅𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖ʹ �
𝑇𝑇

 

)5( 𝑺𝑺𝑖𝑖∗ =
1

𝑛𝑛 − 1
��𝒙𝒙𝑖𝑖𝑖𝑖∗ − 𝒙̄𝒙𝑖𝑖∗��𝒙𝒙𝑖𝑖𝑖𝑖∗ − 𝒙̄𝒙𝑖𝑖∗�
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑇𝑇

 

نسبت   آماره  صورت  این  یافته  تعمیم  نماییدرستدر 
نمونه   براي  (  𝑖𝑖چندمتغیره  رابطه  صورت  محاسبه  6به   (

 شود:می 

)6( 𝐿𝐿𝑅𝑅𝑖𝑖 = 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑎𝑎 − log𝑔𝑔 − 1) + 𝑛𝑛�𝒙̄𝒙𝑖𝑖ʹ�
2 

بالا   رابطه  𝑎𝑎در  = trace�𝑺𝑺𝑖𝑖
′ �

𝑝𝑝
𝑔𝑔و     = (|𝑺𝑺𝑖𝑖′ |)

1
𝑝𝑝    بوده

.)trace  کهطوري به اصلی   ( قطري  عناصر  مجموع  عملگر 
.|ماتریس و   .‖عملگر دترمینان است. همچنین عملگر    | ‖  

می  محاسبه  را  بردار  اقلیدسی  (فاصله  رابطه  در  )، 6کند. 
و منعکس   𝒙̄𝒙𝑖𝑖′‖2‖مقدار   میانگین  بردار  تغییرات                     کننده 

𝑎𝑎 − log𝑔𝑔   بر  منعکس کننده اختلالات پراکندگی هستند. 
ژنگ همکاران    1اساس  سال  و                                  2010در 

)Zhang et al., 2010ز سمت  )  به  نمونه  اندازه  که  مانی 
نسبت  بی  آماره  توزیع  کند  میل    نماییدرستنهایت 

با  تعمیم کاي  مربع  توزیع  به  چندمتغیره  یافته 
𝑝𝑝(𝑝𝑝 + 3) نزدیک می  ⁄2 آزادي  نمودار نسبت درجه  شود. 

را  تعمیم   نماییدرست مقادیر مثبت  تنها  یافته چندمتغیره 
می  است.  اختیار  بالا  کنترل  حد  داراي  نتیجه  در  و  کند 
که   𝐿𝐿𝑅𝑅𝑖𝑖زمانی  ≥ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺   نمودار توسط  باشد، یک هشدار 
سازي به نحوي تعیین  با شبیه   𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺شود. مقدار  صادر می 

مقدار  می  برابر  کنترل  تحت  دنباله  طول  متوسط  که  شود 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿𝐼𝐼𝐼𝐼 = 1

𝛼𝛼
 است.  1بیانگر احتمال خطاي نوع  𝛼𝛼شود که   

 نمودار کنترل ماکزیمم چندمتغیره -3

براي  جداگانه  آماره  دو  ابتدا  چندمتغیره،  ماکزیمم  نمودار 
فاز   فرآیند   2پایش  کوواریانس  ماتریس  و  میانگین  بردار 

ها به توزیع نرمال  کند. سپس هر کدام از آمارهمحاسبه می 
می  تبدیل  بر استاندارد  ماکزیمم  آماره  نهایت  در  شوند. 

شود. به  اساس بیشینه دو آماره استاندارد شده محاسبه می 
نمونه   تغییرات تمرکز در  آماره مربع    𝑖𝑖منظور کشف  از  ام 

 شود:) استفاده می 7تی به صورت رابطه (

)7( 𝑇𝑇𝑖𝑖2 = 𝑛𝑛(𝒙̄𝒙𝑖𝑖 − 𝝁𝝁𝐼𝐼𝐼𝐼)𝑇𝑇𝜮𝜮𝐼𝐼𝐼𝐼−1(𝒙̄𝒙𝑖𝑖 − 𝝁𝝁𝐼𝐼𝐼𝐼) 

آماره   بالا  رابطه  با    𝑇𝑇𝑖𝑖2در  کاي  مربع  توزیع  درجه   𝑝𝑝از 
کند. در روش ماکزیمم چند متغیره مورد آزادي پیروي می

کوواریانس  ماتریس  پایش  براي  مطالعه،  این  در  استفاده 
آماره  از  نخستین فرآیند،  که  است  شده  گرفته  بهره  بار اي 

گوپتا و  گنانادسیکان  سال    2توسط    1970در 
)Gnanadesikan & Gupta, 1970پ به )  و  شده  یشنهاد 

 شود: ) نوشته می 8صورت رابطه (

 
1 Zhang 
2 Gnanadesikan & Gupta 
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)8( 𝑊𝑊𝑖𝑖 =
(𝑛𝑛 − 1)|𝑺𝑺𝑖𝑖|

1
𝑝𝑝

|𝜮𝜮𝐼𝐼𝐼𝐼|
1
𝑝𝑝

 

که   𝑝𝑝زمانی  ≤ آماره    2 دبه   𝑊𝑊𝑖𝑖باشد،  توزیع  طور  از  قیق 
پارامترهاي   با  ,𝛤𝛤(𝑎𝑎گاما  𝑏𝑏)   می که پیروي  نحوي  به  کند 

𝑎𝑎 = 𝑝𝑝(𝑛𝑛−𝑝𝑝)
2

و     شکل  𝑏𝑏پارامتر  = 2
𝑝𝑝
�1 − (𝑝𝑝−1)(𝑝𝑝−2)

2𝑛𝑛
�
−1𝑝𝑝 

لیکن در صورتی که   𝑝𝑝پارامتر مقیاس هستند.  > باشد   2
از  بود.  خواهد  برقرار  مجانبی  صورت  به  شده  ذکر  توزیع 

مثبت  آن دو  هر  بایستی  گاما  توزیع  پارامترهاي  که  جا 
حالت   براي  تنها  فوق  روش  بنابراین  𝑛𝑛باشند،  > 𝑝𝑝   قابل

فراتر  نمونه  اندازه  از  مساله  بعد  که  زمانی  و  بوده  استفاده 
داشت.   نخواهد  کارگیري  به  قابل  دیگر  بالا  روش  رود، 

تر عنوان شد، به منظور پایش همزمان  طور که پیشهمان
آماره  کوواریانس  ماتریس  و  میانگین   𝑊𝑊𝑖𝑖و    𝑇𝑇𝑖𝑖2هاي  بردار 

) و  9هاي (بایستی استاندارد شوند. براي این منظور، تبدیل 
 شوند: ) به صورت زیر استفاده می 10(

)9( 𝑀𝑀𝑖𝑖 = 𝛷𝛷−1�𝐻𝐻𝑝𝑝(𝑇𝑇𝑖𝑖2)� 

)10( 𝑉𝑉𝑖𝑖 = 𝛷𝛷−1�𝐺𝐺(𝑎𝑎,𝑏𝑏)(𝑊𝑊𝑖𝑖)� 

بالا   روابط  .)𝛷𝛷در  نرمال    ( توزیع  تجمعی  تابع  بیانگر 
.)𝐻𝐻𝑝𝑝استاندارد،   مربع  نشان  ( توزیع  تجمعی  تابع  دهنده 

.)𝐺𝐺𝑎𝑎,𝑏𝑏درجه آزادي و    𝑝𝑝کاي با  بیانگر تابع تجمعی توزیع   (
است. زمانی که    𝑏𝑏و    𝑎𝑎گاما با پارامترهاي شکل و مقیاس  

باشد،   کنترل  تحت  صورت   𝑉𝑉𝑖𝑖و    𝑀𝑀𝑖𝑖  هاي آماره فرآیند  به 
استاندارد    داراي مستقل   نرمال  نتیجه توزیع  در  و    بوده 

 شود: آماره ماکزیمم چندمتغیره به صورت زیر محاسبه می

)11( 𝐶𝐶𝑖𝑖 = max{|𝑀𝑀𝑖𝑖|, |𝑉𝑉𝑖𝑖|} 

همواره   که  آنجا  𝐶𝐶𝑖𝑖از  ≥ ماکزیمم   0 نمودار  است، 
حل   با  که  بالاست  کنترل  حد  داراي  تنها  چندمتغیره 

 شود:معادله زیر حاصل می 
)12( 𝑃𝑃(𝐶𝐶𝑖𝑖 ≤ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺) = 𝑃𝑃(max{|𝑀𝑀𝑖𝑖|, |𝑉𝑉𝑖𝑖|}

≤ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺)
= 𝑃𝑃(−𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺 ≤ 𝑀𝑀𝑖𝑖
≤ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺)𝑃𝑃(−𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺 ≤ 𝑉𝑉𝑖𝑖
≤ 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺)
= (2𝛷𝛷(𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺)
− 1)(2𝛷𝛷(𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺) − 1)
= (2𝛷𝛷(𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺) − 1)2
= 1 − 𝛼𝛼 

تکنیک    -4 بر  مبتنی  الگوریتم  طراحی 
 1استرپ در فاز بوت

بوت روش  بر  مبتنی  الگوریتم  بخش  این  به  در  استرپ 
و  کوواریانس  ماتریس  میانگین،  بردار  تخمین  منظور 

نسبت   نمودارهاي  بالاي  کنترل    نماییدرستمحاسبه حد 
تحت تعمیم چندمتغیره  ماکزیمم  و  چندمتغیره  یافته 

فاز   در  مرجع  نمونه  یک  تنها  وجود  تشریح   1محدودیت 
 شود.می 

فاز    -1-4 نسبت   1الگوریتم  نمودار  براي 
 یافته چندمتغیره تعمیم  نماییدرست

بوت روش  بر  مبتنی  تخمین الگوریتم  منظور  به  استرپ 
نسبت   نمودار  بالاي  کنترل  حد  محاسبه  و  پارامترها 

مرجع  تعمیم   نماییدرست نمونه  یک  تنها  اساس  بر  یافته 
 گام به صورت زیر است. 15داراي 

تایی از فرآیند در خلال تجزیه و تحلیل     𝑛𝑛یک نمونه   )1
ماتریس  1فاز   صورت  𝑝𝑝  به  × 𝑛𝑛   بعدي                       

𝑿𝑿 = (𝒙𝒙1,𝒙𝒙2, . . . ,𝒙𝒙𝑛𝑛)   کنید                  که طوري به   تهیه 
𝒙𝒙𝑗𝑗 = �𝑥𝑥1𝑗𝑗 , 𝑥𝑥2𝑗𝑗 , . . . , 𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝�

𝑇𝑇  دهنده بردار ستونی  نشان
𝑝𝑝  بعدي𝑗𝑗  .امین مشاهده است 

 استرپ بوت  تمیالگور  تکرار  شمارنده  هیاول  مقدار )2
𝑟𝑟  برابر را 1 فاز دري شنهادیپ =  . دیده قرار 1

3( 𝑛𝑛  بازه  در  گسسته  کنواختی  عیتوز  از ی  تصادف  عدد  
{1,2, . . . ,𝑛𝑛}  انتخاب   امکان  که  ي اگونهبه   د،یکن   دیتول 

 اعداد   سپس.  باشد   داشته  وجودی  تصادف  اعداد  ي تکرار
ي سطر  بردار  کی  قالب  در  را  شده  د یتولی  تصادف
 . دی کن رهیذخ 𝒃𝒃𝑟𝑟  مانند

 و  کرده   مرتبي  صعود   ب یترت  به  را  𝒃𝒃𝑟𝑟  بردار  عناصر )4
 . د یکني گذارنام ′𝒃𝒃𝑟𝑟 را حاصل بردار

به منظور انتخاب ستون   ′𝒃𝒃𝑟𝑟از عناصر موجود در بردار   )5
ام الگوریتم   𝑟𝑟ماتریس تبدیل شده مشاهدات در تکرار  

را به صورت   ∗𝑿𝑿𝑟𝑟استرپ استفاده کرده و ماتریس  بوت
 زیر تشکیل دهید.

)13( 𝑿𝑿𝑟𝑟∗ =

⎝

⎛

𝑥𝑥11,𝑟𝑟
∗ 𝑥𝑥12,𝑟𝑟

∗ … 𝑥𝑥1𝑛𝑛,𝑟𝑟
∗

𝑥𝑥21,𝑟𝑟
∗ 𝑥𝑥22,𝑟𝑟

∗ … 𝑥𝑥2𝑛𝑛,𝑟𝑟
∗

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑥𝑝𝑝1,𝑟𝑟
∗ 𝑥𝑥𝑝𝑝2,𝑟𝑟

∗ … 𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑟𝑟
∗ ⎠

⎞ 
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) رابطه  𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑟𝑟)،  13در 
مشخصه    ∗ در    𝑘𝑘مقدار  امین    𝑗𝑗ام 

تکرار   در  مشاهدات  شده  تبدیل  ماتریس  ام   𝑟𝑟ستون 
 الگوریتم است. 

نمونه )6 میانگین  تکرار  بردار  در  الگوریتم   𝑟𝑟اي  ام 
 محاسبه کنید.  زیراسترپی را به صورت بوت

)14( 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗ =
1
𝑛𝑛
�𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

∗
𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

= �𝑥̄𝑥1,𝑟𝑟
∗ , 𝑥̄𝑥2,𝑟𝑟

∗ , . . . , 𝑥̄𝑥𝑝𝑝,𝑟𝑟
∗ �𝑇𝑇 

که   است  ذکر  به  𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟لازم 
∗ = �𝑥𝑥1𝑗𝑗,𝑟𝑟

∗ , 𝑥𝑥2𝑗𝑗,𝑟𝑟
∗ , . . . , 𝑥𝑥𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑟𝑟

∗ �𝑇𝑇 
 است.  ∗𝑿𝑿𝑟𝑟امین ستون ماتریس   𝑗𝑗دهنده  نشان

نمونه  )7 کوواریانس  تکرار  ماتریس  در  الگوریتم   𝑟𝑟اي  ام 
صورت  بوت به  را  سپس    زیراسترپی  کرده،  محاسبه 

 را یک واحد اضافه کنید. 𝑟𝑟شمارنده  

)15( 𝑺𝑺𝑟𝑟∗ =
1

𝑛𝑛 − 1
��𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

∗ − 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗��𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟
∗ − 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗�

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝑇𝑇

 

استرپ کمتر در صورتی که شماره تکرار الگوریتم بوت  )8
گردد؛ در غیر باشد، فرآیند به مرحله سوم بازمی  𝑅𝑅از  

منتقل  این نهم  مرحله  به  الگوریتم  اجراي  صورت، 
 خواهد شد. 

حسابی   )9 میانگین  اساس  بر  را  فرآیند  میانگین  بردار 
∗𝒙̄𝒙1بردارهاي   , 𝒙̄𝒙2∗ , . . . , 𝒙̄𝒙𝑅𝑅∗    صورت ∘𝒙̄𝒙به  = ∑ 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗𝑅𝑅

𝑟𝑟=1
𝑅𝑅

 
 محاسبه کنید. 

میانگین   )10 اساس  بر  را  فرآیند  کوواریانس  ماتریس 
∗𝑺𝑺1حسابی   ,𝑺𝑺2∗ , . . . ,𝑺𝑺𝑅𝑅∗    صورت ∘𝑺𝑺به  = ∑ 𝑺𝑺𝑟𝑟∗𝑅𝑅

𝑟𝑟=1
𝑅𝑅

  
  محاسبه کنید.

𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟تبدیل   )11
′∗ = 𝑺𝑺∘−

1
2�𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

∗ − 𝒙̄𝒙∘�   روي بر  را 
نمونهستون  بوتهاي  ∗𝑿𝑿1استرپی  هاي  ,𝑿𝑿2∗ , . . . ,𝑿𝑿𝑅𝑅∗ 

 اعمال کنید. 
نمونه  )12 از  کدام  هر  بوتبراي  استاندارد  هاي  استرپی 

نمونه  میانگین  بردار  کوواریانس  شده،  ماتریس  و  اي 
 محاسبه کنید.  زیر اي را به صورتنمونه 

𝒙̄𝒙𝑟𝑟′∗ = 1
𝑛𝑛
∑ 𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

′∗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 = �𝑥̄𝑥1,𝑟𝑟

′∗ , 𝑥̄𝑥2,𝑟𝑟
′∗ , . . . , 𝑥̄𝑥𝑝𝑝,𝑟𝑟

′∗ �𝑇𝑇  
 𝑺𝑺𝑟𝑟′∗ = 1

𝑛𝑛−1
∑ �𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

′∗ − 𝒙̄𝒙𝑟𝑟′∗��𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟
′∗ − 𝒙̄𝒙𝑟𝑟′∗�𝑛𝑛

𝑗𝑗=1
𝑇𝑇  

ام را   𝑟𝑟  در تکراریافته  تعمیم   نماییدرستآماره نسبت   )13
 محاسبه کنید. زیر  به صورت

𝐿𝐿𝑅𝑅𝑟𝑟∗ = 𝑛𝑛𝑛𝑛 �
1
𝑝𝑝

trace(𝑺𝑺𝑟𝑟′∗) − log(|𝑺𝑺𝑟𝑟′∗|)
1
𝑝𝑝 − 1�

+ 𝑛𝑛‖𝒙̄𝒙𝑟𝑟′∗‖2 

,∗𝐿𝐿𝑅𝑅1هاي  آماره )14 𝐿𝐿𝑅𝑅2∗ , . . . , 𝐿𝐿𝑅𝑅𝑅𝑅∗   مانند برداي  در  را 
𝒖𝒖 = �𝐿𝐿𝑅𝑅(1)

∗ , 𝐿𝐿𝑅𝑅(2)
∗ , . . . , 𝐿𝐿𝑅𝑅(𝑅𝑅)

∗ کنید    � ذخیره 
𝐿𝐿𝑅𝑅(𝑟𝑟)  کهطوري به

امین عنصر مرتب شده در   𝑟𝑟بیانگر    ∗
 است. 𝒖𝒖بردار 

𝑅𝑅(1عنصر شماره   )15 − 𝛼𝛼)    بردار عنوان حد   𝒖𝒖از  به  را 
نسبت   نمودار  بالاي  یافته  تعمیم  نماییدرستکنترل 

بوت روش  بر  با  مبتنی  را  آن  و  کرده  انتخاب  استرپ 
 گذازي کنید.  نام  ∗𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺نماد 

فاز    -2-4 ماکزیمم    1الگوریتم  نمودار  براي 
 چندمتغیره 

بوت  روش  بر  مبتنی  حد  الگوریتم  محاسبه  براي  استرپ 
تنها   بر  تکیه  با  ماکزیمم چندمتغیره،  نمودار  بالاي  کنترل 

 شود: گام به صورت زیر بیان می 17یک نمونه مرجع، در 

تهیه کرده و آن را   1تایی در خلال فاز    𝑛𝑛یک نمونه   )1
ماتریس   صورت  𝑝𝑝به  × 𝑛𝑛  بعدي                               

𝑿𝑿 = (𝒙𝒙1,𝒙𝒙2, . . . ,𝒙𝒙𝑛𝑛)  دهی کنید. سازمان 

بوت  )2 الگوریتم  در  تکرار  شمارنده  اولیه  استرپ مقدار 
𝑟𝑟را برابر با   1پیشنهادي در فاز  =  در نظر بگیرید.  1

عدد تصادفی از توزیع یکنواخت گسسته در   𝑛𝑛تعداد   )3
,1,2}بازه   . . . ,𝑛𝑛}   به کنید،  انتخاب گونه تولید  که  اي 

امکان نیز  تکراري  صورت  به  سپس  اعداد  باشد.  پذیر 
اعداد تصادفی تولیدشده را در قالب یک بردار سطري  

 ذخیره کنید.   𝒃𝒃𝑟𝑟با نماد  
بردار   )4 و   𝒃𝒃𝑟𝑟عناصر  کنید  مرتب  به صورت صعودي  را 

 گذاري کنید. نام  ′𝒃𝒃𝑟𝑟شده را با نماد بردار مرتب

در   )5 موجود  عناصر  ستون  ′𝒃𝒃𝑟𝑟از  انتخاب  هاي براي 
ام الگوریتم    𝑟𝑟یافته در تکرار  ماتریس مشاهدات تبدیل

ماتریس  بوت و  کرده  استفاده  مطابق   ∗𝑿𝑿𝑟𝑟استرپ  را 
 ) تشکیل دهید. 13رابطه (

نمونه )6 میانگین  تکرار  بردار  در  را  به   𝑟𝑟اي  الگوریتم  ام 
 محاسبه کنید.  زیر صورت

 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗ = 1
𝑛𝑛
∑ 𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

∗𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 = �𝑥̄𝑥1,𝑟𝑟

∗ , 𝑥̄𝑥2,𝑟𝑟
∗ , . . . , 𝑥̄𝑥𝑝𝑝,𝑟𝑟

∗ �𝑇𝑇  
ام الگوریتم    𝑟𝑟اي را در تکرار  ماتریس کوواریانس نمونه  )7

رابطه از  استفاده  مقدار   زیر  با  سپس  کنید،  محاسبه 
 . را یک واحد افزایش دهید 𝑟𝑟شمارنده  

 𝑺𝑺𝑟𝑟∗ = 1
𝑛𝑛−1

∑ �𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟
∗ − 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗��𝒙𝒙𝑗𝑗,𝑟𝑟

∗ − 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗�𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

𝑇𝑇  
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بوت )8 الگوریتم  تکرار  شماره  از  اگر  کمتر   𝑅𝑅استرپ 
گردد؛ در غیر  باز می   3باشد، الگوریتم مجددا به گام  

 شود.این صورت، اجراي آن به مرحله نهم منتقل می 

مشخصه )9 میانگین  از بردار  استفاده  با  را  کیفی  هاي 
بردارهاي   حسابی  ∗𝒙̄𝒙1میانگین  , 𝒙̄𝒙2∗ , . . . , 𝒙̄𝒙𝑅𝑅∗    محاسبه

∘𝒙̄𝒙کرده و آن را با نماد   = ∑ 𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗𝑅𝑅
𝑟𝑟=1
𝑅𝑅

 نشان دهید.  

هاي کیفی را با محاسبه  ماتریس کوواریانس مشخصه  )10
ماتریس حسابی  ∗𝑺𝑺1هاي  میانگین  ,𝑺𝑺2∗ , . . . ,𝑺𝑺𝑅𝑅∗   به

نماد  با  را  حاصل  ماتریس  و  آورده                  دست 
𝑺𝑺∘ = ∑ 𝑺𝑺𝑟𝑟∗𝑅𝑅

𝑟𝑟=1
𝑅𝑅

 نمایش دهید.  
;∗𝑇𝑇𝑟𝑟2  آماره )11 𝑟𝑟 = 1,2, . . . ,𝑅𝑅   از یک  هر  براي  را 

بوتنمونه  و  هاي  میانگین  بردار  اساس  بر  استرپی 
گام  کوواریانس  صورت   10و    9هاي  ماتریس  به 

𝑇𝑇𝑟𝑟2∗ = 𝑛𝑛(𝒙̄𝒙𝑟𝑟∗ − 𝒙̄𝒙∘)𝑇𝑇(𝑺𝑺∘)−1(𝒙̄𝒙𝑖𝑖 − 𝒙̄𝒙∘)    دست به 
 آورید. 

𝑊𝑊𝑟𝑟  آماره )12
∗; 𝑟𝑟 = 1,2, . . . ,𝑅𝑅  از   را یک  هر  براي 

بوتنمونه  کوواریانس  هاي  ماتریس  اساس  بر  استرپی 

گام  از  صورت    10  حاصل  𝑊𝑊𝑟𝑟به 
∗ = (𝑛𝑛−1)|𝑺𝑺𝑟𝑟∗ |

1
𝑝𝑝

|𝑺𝑺∘|
1
𝑝𝑝

به    

 دست آورید.
  از   یک   هر  براي   را  میانگین  شده  استاندارد  آماره )13

صورتبوت  هاينمونه  به                                استرپی 
𝑀𝑀𝑟𝑟

∗ = 𝛷𝛷−1�𝐻𝐻𝑝𝑝(𝑇𝑇𝑟𝑟2∗)� کنید.  محاسبه 
از  )14 یک  هر  براي  را  پراکندگی  شده  استاندارد  آماره 

بوتنمونه  صورت هاي  به  را                             استرپی 
𝑉𝑉𝑟𝑟∗ = 𝛷𝛷−1�𝐺𝐺(𝑎𝑎,𝑏𝑏)(𝑊𝑊𝑟𝑟

 محاسبه کنید.  �(∗
 از  یک  هر  براي   را  چندمتغیره   ماکزیمم  آماره )15

صورت  استرپیبوت  هاينمونه                        به 
𝐶𝐶𝑟𝑟∗ = max{|𝑀𝑀𝑟𝑟

∗|, |𝑉𝑉𝑟𝑟∗|} کنید.   محاسبه 
,∗𝐶𝐶1∗,𝐶𝐶2  هاي آماره )16 . . . ,𝐶𝐶𝑅𝑅∗   برداري در                مانند   را 

𝒗𝒗 = �𝐶𝐶(1)
∗ ,𝐶𝐶(2)

∗ , . . . ,𝐶𝐶(𝑅𝑅)
∗ به  � کنید،  اي  گونه ذخیره 
𝐶𝐶(𝑟𝑟)  که

 𝒗𝒗  بردار  در  شدهمرتب   عنصر  امین  𝑟𝑟  بیانگر  ∗
 است. 

𝑅𝑅(1  شماره  عنصر )17 − 𝛼𝛼)  بردار به    𝒗𝒗  از  حد    عنوانرا 
بر  چندمتغیره  ماکزیمم  نمودار  بالاي   کنترل  مبتنی 
 ∗𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝑀𝑀  انتخاب کنید و آن را با نماد استرپ بوت روش

 . کنید مشخص

 2مودارهاي کنترل پیشنهادي فاز  ن  -5

هاي آماري پایش بر اساس آخرین اطلاعات مولف، تکنیک 
این  بر  چندمتغیره  فرآیندهاي  پراکندگی  و  میانگین  توام 

مولفه که  هستند  استوار  و فرض  میانگین  بردار  هاي 
تعداد  وجود  با  کیفی  هاي  مشخصه  کوواریانس  ماتریس 

فاز  کافی نمونه  این  تخمین زده شده   1هاي مرجع در  اند. 
در حالی است که در عمل ممکن است دسترسی به تعداد 

محدودیت دلیل  به  مرجع  مشاهدات  و کافی  مالی  هاي 
بنابراین   نباشد.  میسر  پایین  تولید  نرخ  همچنین  و  زمانی 
دنباله   طول  منحنی  بر  پارامتر  تخمین  اثر  بررسی 
نمودارهاي کنترل کیفیت آماري بسیار حائز اهمیت است.  
دنباله   طول  هاي  ویژگی  استخراج  نحوه  بخش  این  در 

یافته چندمتغیره و    نماییدرست نمودارهاي نسبت   تعمیم 
فاز   نظر گرفتن خطاي تخمین  با در  ماکزیمم چندمتغیره 

 شود.تشریح می 1

با  تعمیم   نمایی درست نسبت    نمودار   -5-1 یافته 
 وجود اثر خطاي تخمین پارامتر

نیاز  گام مورد  نسبت  هاي  نمودار  چندمتغیره  نسخه 
شرح  پیشنهادي    یافتهتعمیم   نماییدرست به  پیشنهادي 

 زیر است:
𝑅𝑅𝑅𝑅  مقدار طول دنباله نمودار کنترل را برابر )1 =   قرار   1

 دهید. 
تولید کرده و آن را در   𝑛𝑛  یک نمونه تصادفی با حجم )2

𝑝𝑝  ماتریس × 𝑛𝑛   بعدي                                     
𝑿𝑿𝑅𝑅𝑅𝑅 = �𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,1,𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,2, . . . ,𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑛𝑛�  .مرتب کنید 

هاي ماتریس مشاهدات اخذ شده را  هر کدام از ستون )3
تبدیل از  استفاده  𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗  با 

′ = 𝑺𝑺∘−
1
2�𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗 − 𝒙̄𝒙∘�   به

با  چندمتغیره    توزیع  مشاهداتی  استاندارد  نرمال 
 تبدیل کنید. 

گام   )4 یافته  تبدیل  مشاهدات  میانگین  به    3بردار  را 
 محاسبه کنید.  زیر صورت

𝐱̄𝐱𝑅𝑅𝑅𝑅′ =
1
𝑛𝑛
�𝐱𝐱𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗

′

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

= �𝑥̄𝑥𝑅𝑅𝑅𝑅,1
′ , 𝑥̄𝑥𝑅𝑅𝑅𝑅,2

′ , . . . , 𝑥̄𝑥𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑝𝑝
′ �𝑇𝑇 

نمونه  )5 کوواریانس  یافته    اي ماتریس  تبدیل  مشاهدات 
 تعیین کنید.  زیر را به صورت 3در گام 

𝐒𝐒𝑅𝑅𝑅𝑅′ = 1
𝑛𝑛−1

∑ �𝐱𝐱𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗
′ − 𝐱𝐱𝑅𝑅𝑅𝑅′ ��𝐱𝐱𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗

′ − 𝐱𝐱𝑅𝑅𝑅𝑅′ �𝑇𝑇𝑛𝑛
𝑗𝑗=1  
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گام  )6 اساس  نسبت  5و    4هاي  بر  آماره   نمایی درست ، 
 کنید.  محاسبه زیر به صورتیافته را تعمیم

𝐿𝐿𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑎𝑎 − log𝑔𝑔 − 1) + 𝑛𝑛‖𝒙̄𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅′ ‖2  
نسبت   )7 آماره  چند تعمیم   نماییدرست مقدار  یافته 

شماره نمونه  براي  با   𝑅𝑅𝑅𝑅  متغیره  مقایسه   ∗𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺  را 
𝐿𝐿𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅  کنید. چنانچه < 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺∗  باشد شمارنده  𝑅𝑅𝑅𝑅   را

اینصورت مقدار  𝑅𝑅𝑅𝑅  یک واحد اضافه کنید و در غیر 
که است  ذکر  به  کنید. لازم  مقدار   ∗𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺  را ذخیره 

الگوریتم  توسط  شده  محاسبه  بالاي  کنترل  حد 
 است. 1-4بخش  15استرپ پیشنهادي در گام بوت

تعداد  7تا    1هاي  گام به  متوسط،    𝑄𝑄  را  و  تکرار کرده  بار 
 گزارش کنید.  را 𝑅𝑅𝑅𝑅 انحراف معیار و میانه مقادیر

اثر    نمودار   -5-2 وجود  با  چندمتغیره  ماکزیمم 
 خطاي تخمین پارامتر 

پیاده   نیاز  مورد  هاي گام   چندمتغیره   نسخه  سازي براي 
 : است زیر شرح به پیشنهادي  پیشنهادي  ماکزیمم نمودار

𝑅𝑅𝑅𝑅  مقدار طول دنباله نمودار کنترل را برابر )1 = قرار    1
 دهید. 

تولید کرده و آن را در   𝑛𝑛  یک نمونه تصادفی با حجم )2
𝑝𝑝  ماتریس × 𝑛𝑛   بعدي                                      

𝑿𝑿𝑅𝑅𝑅𝑅 = �𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,1,𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,2, . . . ,𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑛𝑛�  .مرتب کنید 
میانگین )3 صورت   𝑿𝑿𝑅𝑅𝑅𝑅  ماتریس   اي نمونه  بردار  به    را 

𝒙̄𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅 = 1
𝑛𝑛
∑ 𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 = �𝑥̄𝑥𝑅𝑅𝑅𝑅,1, 𝑥̄𝑥𝑅𝑅𝑅𝑅,2, . . . , 𝑥̄𝑥𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑝𝑝�

𝑇𝑇 
 محاسبه کنید. 

کوواریانس )4 به  𝑿𝑿𝑅𝑅𝑅𝑅  اي نمونه   ماتریس   صورت   را 
𝑺𝑺𝑅𝑅𝑅𝑅 = 1

𝑛𝑛−1
∑ �𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗 − 𝒙̄𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅��𝒙𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑗𝑗 − 𝒙̄𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑛𝑛
𝑗𝑗=1

𝑇𝑇  به 
 . آورید  دست

تی   آماره )5 شماره  مربع   بردار   براي   را   𝑅𝑅𝑅𝑅  نمونه 
 تعیین کنید. زیر  صورتبه  میانگین

𝑇𝑇𝑅𝑅𝑅𝑅2 = 𝑛𝑛(𝒙̄𝒙𝑅𝑅𝑅𝑅 − 𝒙̄𝒙∘)𝑇𝑇(𝑺𝑺∘)−1(𝒙̄𝒙𝑖𝑖 − 𝒙̄𝒙∘)  
نمونه   )6 با  متناظر  کوواریانس  ماتریس  به   𝑅𝑅𝑅𝑅آماره  را 

𝑊𝑊𝑅𝑅𝑅𝑅صورت  = (𝑛𝑛−1)|𝑺𝑺𝑅𝑅𝑅𝑅|
1
𝑝𝑝

|𝑺𝑺∘|
1
𝑝𝑝

 را محاسبه کنید.  

هاي میانگین و پراکندگی  مقادیر استاندارد شده آماره  )7
صورت   به  ترتیب  به  𝑀𝑀𝑅𝑅𝑅𝑅را  = 𝛷𝛷−1�𝐻𝐻𝑝𝑝(𝑇𝑇𝑅𝑅𝑅𝑅2 و   �(

𝑉𝑉𝑅𝑅𝑅𝑅 = 𝛷𝛷−1�𝐺𝐺(𝑎𝑎,𝑏𝑏)(𝑊𝑊𝑅𝑅𝑅𝑅)�  .به دست آورید 

شماره   )8 نمونه  با  متناظر  ماکزیمم  به   𝑅𝑅𝑅𝑅آماره  را 
𝐶𝐶𝑅𝑅𝑅𝑅صورت  = max{|𝑀𝑀𝑅𝑅𝑅𝑅|, |𝑉𝑉𝑅𝑅𝑅𝑅|}  .به دست آورید 

نمونه   )9 براي  متغیره  چند  ماکزیمم  با   𝑅𝑅𝑅𝑅آماره  را 
𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝑀𝑀∗    چنانچه کنید.  𝐶𝐶𝑅𝑅𝑅𝑅مقایسه  < 𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝑀𝑀∗   باشد،  

غیر   𝑅𝑅𝑅𝑅شمارنده   در  و  کنید  اضافه  واحد  یک  را 
را ذخیره کنید. لازم به ذکر است   𝑅𝑅𝑅𝑅اینصورت مقدار  

توسط    ∗𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝑀𝑀که   شده  محاسبه  بالاي  کنترل  حد 
بوت  گام  الگوریتم  در  پیشنهادي                    17استرپ 

 است.  2-4بخش 
تعداد    9تا    1هاي  گام به  متوسط،    𝑄𝑄را  و  کرده  تکرار  بار 

 حاصل را محاسبه کنید.  𝑅𝑅𝑅𝑅انحراف معیار و میانه مقادیر 

 مثال عددي -6

تخمین    -1-6 الگوریتم  عملکرد  ارزیابی 
 پارامترهاي توزیع و حدود کنترل

به بخش،  این  بوتدر  روش  کارایی  ارزیابی  استرپ منظور 
و  میانگین  بردار  برآورد  در  روش  این  دقت  پیشنهادي، 
ماتریس کوواریانس یک فرآیند چندمتغیره در شرایطی که 

فاز   دسترس تنها    1در  در  فرآیند  از  مرجع  مشاهده  یک 
  دقت گیرد. افزون بر این، میزان  است مورد بررسی قرار می

به   نسبت  پراکندگی  ماتریس  و  میانگین  بردار  برآوردهاي 
شود. براي این استرپی نیز تحلیل می هاي بوتتعداد نمونه

می  گرفته  نظر  در  فرآیندي  آن منظور،  وضعیت  که  شود 
𝑝𝑝توسط   = شود. بردار مشخصه کیفی نرمال توصیف می  5

مشخصه این  صفر میانگین  ستونی  بردار  با  برابر              ها 
𝝁𝝁𝐼𝐼𝐼𝐼 = فرض شده و ماتریس کوواریانس متناظر نیز    1×𝟎𝟎5

 شود.مطابق زیر در نظر گرفته می 

)15( 𝜮𝜮𝐼𝐼𝐼𝐼 =

⎝

⎜
⎛

1 0.5 0.5 0.5 0.5
0.5 1 0.5 0.5 0.5
0.5 0.5 1 0.5 0.5
0.5 0.5 0.5 1 0.5
0.5 0.5 0.5 0.5 1 ⎠

⎟
⎞

 

همچنین اندازه نمونه در طراحی هر دو نمودار کنترل برابر  
𝑛𝑛با   = نظر  10 می   در  جدول  گرفته  در  نتایج 1شود.   ،

به از  پارامتر، حاصل  الگوریتم پیشنهادي تخمین  کارگیري 
𝑅𝑅براي   ∈ بوت  {3,5,10,20,30,50} ارائه نمونه  استرپی 

برآوردشده،  میانگین  بردار  شامل  جدول  این  است.  شده 
ماتریس کوواریانس برآوردشده، مجموع قدر مطلق عناصر  

) برآوردشده  میانگین  عناصر 𝒙̄𝒙∘‖1‖بردار  کل  مجموع   ،(
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) برآورد شده  کوواریانس  همچنین Sum(𝑺𝑺∘)ماتریس  و   ،(
مؤلفه کوواریانس مجموع  ماتریس  اصلی  قطر  هاي 

) آنTr(𝑺𝑺∘)برآوردشده  تمامی  که  است  اساس )  بر  ها 
شبیه   100000 نرم تکرار  در  محاسبه  متلب    افزارسازي 

   اند.شده 

شکل  از  نتایج  بهتر  تشریح  منظور  به    3و    2،  1هاي  به 
و    𝒙̄𝒙∘‖1  ،Sum(𝑺𝑺∘)‖هاي  ترتیب براي نشان دادند شاخص

Tr(𝑺𝑺∘)   .استفاده شده است 

 هاي مختلفاسترپ پیشنهادي به ازاي تعداد نمونهنتایج حاصل الگوریتم بوت .1جدول 
Table 1. Results of the proposed bootstrap algorithm for different sample sizes 

𝑹𝑹 𝒙̄𝒙∘ 𝑺𝑺∘ ‖𝐱̄𝐱∘‖1 Sum(𝑺𝑺∘) Tr(𝑺𝑺∘) 
3 

⎝

⎜
⎛
−𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏
−𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒
𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐
−𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑⎠

⎟
⎞

 

⎝

⎜
⎛
𝟎𝟎.𝟖𝟖𝟖𝟖 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐
𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟏𝟏.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎
𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎𝟎.𝟓𝟓𝟓𝟓
𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎𝟎.𝟓𝟓𝟓𝟓 𝟎𝟎.𝟓𝟓𝟓𝟓⎠

⎟
⎞

 

3219/1 4586/9 9289/3 

5 

⎝

⎜
⎛
−𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐
−𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐
−𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑⎠

⎟
⎞

 

⎝

⎜
⎛
𝟎𝟎.𝟖𝟖𝟖𝟖 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔 𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟏𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟓𝟓𝟓𝟓 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎
𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟖𝟖𝟖𝟖 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒
𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟎𝟎.𝟓𝟓𝟓𝟓⎠

⎟
⎞

 

3171/1 0293/10 9348/3 

10 

⎝

⎜
⎛
−𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
−𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
−𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐⎠

⎟
⎞

 

⎝

⎜
⎛
𝟎𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟕𝟕𝟕𝟕 𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 −𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎
𝟎𝟎.𝟕𝟕𝟕𝟕 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟖𝟖𝟖𝟖 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 −𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟓𝟓𝟓𝟓 ⎠

⎟
⎞

 

3041/1 1240/10 0137/4 

20 

⎝

⎜
⎛
−𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎
𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐
−𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
−𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐⎠

⎟
⎞

 

⎝

⎜
⎛
𝟎𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟕𝟕𝟕𝟕 𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟏𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎
𝟎𝟎.𝟕𝟕𝟕𝟕 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟖𝟖𝟖𝟖 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔⎠

⎟
⎞

 

2982/1 2778/10 1049/4 

30 

⎝

⎜
⎛
−𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
−𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
−𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐⎠

⎟
⎞

 

⎝

⎜
⎛
𝟎𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟏𝟏.𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟓𝟓𝟓𝟓 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎
𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟏𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟓𝟓𝟓𝟓⎠

⎟
⎞

 

2896/1 5122/10 1709/4 

50 

⎝

⎜
⎛
−𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎
𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐
−𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
−𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑⎠

⎟
⎞

 

⎝

⎜
⎛
𝟎𝟎.𝟖𝟖𝟖𝟖 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟏𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟖𝟖𝟖𝟖 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏
𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑
𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟎𝟎.𝟑𝟑𝟑𝟑 𝟎𝟎.𝟓𝟓𝟓𝟓⎠

⎟
⎞

 

2815/1 7759/10 2784/4 

 
 . استرپی مختلفهاي بوت. مجموع قدر مطلق عناصر بردار میانگین برآوردشده به ازاي تعداد نمونه 1شکل 

Figure 1. Sum of the absolute values of the elements of the estimated mean vector for different numbers of 
bootstrap samples. 
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 . استرپی مختلفهاي بوتبه ازاي تعداد نمونه  برآورد شده انسیکووار سیمجموع کل عناصر ماتر. 2شکل 

Figure 2. Sum of the estimated covariance matrix elements for different numbers of bootstrap samples. 

 
 . استرپی مختلفهاي بوتهاي قطر اصلی ماتریس کوواریانس برآوردشده به ازاي تعداد نمونه. مجموع مؤلفه3شکل 

Figure 3. Sum of the diagonal elements of the estimated covariance matrix for different numbers of bootstrap 
samples. 

 : که است آن دهندهنشان  نتایج
به  • نتایج  از آن است  دستدر مجموع،  آمده حاکی 

نمونه  یک  تنها  داشتن  اختیار  در  وجود  با  که 
فاز   در  بوت 1مرجع  روش  پیشنهادي ،  استرپ 

قابل  و  پایدار  نسبتاً  برآوردهایی  است  توانسته 
کوواریانس  ماتریس  و  میانگین  بردار  از  قبول 

 هاي کیفی فراهم سازد. مشخصه
شاخص   • به 𝒙̄𝒙∘‖1‖مقادیر  تعداد  ،  براي  ترتیب 

بوتنمونه    50و    30،  20،  10،  5،  3استرپ  هاي 
با   ،  1٫2982،  1٫3041،  1٫3171،  1٫3219برابر 
مقدار  به   1٫2815و    1٫2896 است.  آمده  دست 

هدف این شاخص در مثال عددي برابر صفر است،  
ایده حالت  معرف  نتایج که  است.  شاخص  این  آل 

شکل    1جدول   می   1و  افزایش  نشان  با  که  دهد 
نمونه بوتتعداد  شاخص هاي  مقدار  استرپ، 

میانگین   بردار  عناصر  مطلق  قدر  مجموع 
ملایم  بسیار  شیبی  با  کاهشی  روندي  برآوردشده 

 . دارد
براي تعداد    15با مقدار هدف    Sum(𝑺𝑺∘)شاخص   •

استرپ بوت   نمونه  ، 50و    30،  20،  10،  5،  3
برابر  به ،  1240/10،  0293/10،  4586/9ترتیب 

شده   10/ 7759و    5122/10،  2778/10 حاصل 
نمونه  بنابراین است.   تعداد  افزایش  هاي با 

با بوت افزایشی  روندي  شاخص  مقدار  استرپ، 
خود  هدف  مقدار  به  و  داشته  ملایم  شیبی 

مینزدیک صورت   .شودتر  در  حتی  این،  وجود  با 
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بوت   50تولید   شاخص نمونه  نیز  استرپی 
Sum(𝑺𝑺∘)    هنوز فاصله قابل توجهی با مقدار هدف

به  دستیابی  براي  که  است  آن  بیانگر  که  دارد، 
نزدیک تعداد برآوردي  است  ممکن  هدف  به  تر 
 . استرپ نیاز باشد هاي بوتبیشتري از نمونه 

هدف    Tr(𝑺𝑺∘)شاخص   • مقدار  تعداد    5با  براي 
بوتنمونه    50و    30،  20،  10،  5،  3استرپ  هاي 

با  به برابر  ، 0137/4،  9348/3،  9289/3ترتیب 
و  1709/4،  1049/4 آمده   2784/4،  دست  به 
نتیجهاست.   تعداد    نیز  این شاخص  در  افزایش  با 
بوتنمونه  کاملاً هاي  و  افزایشی  روندي  استرپ 

یکنواخت دارد. این رفتار از نظر آماري قابل انتظار 
بازنمونه تعداد  افزایش  زیرا  سبب  گیري است،  ها 

واریانسمی  برآورد  اصلی  شود  قطر  عناصر  (که  ها 
نزدیک و  پایدارتر  هستند)  کوواریانس  تر ماتریس 

 . به مقدار واقعی شوند

ارزیابی اثر تخمین پارامتر بر منحنی طول    -2-6
 دنباله 

بردار میانگین و   برآورد  از  ناشی  اثر خطاي  این بخش،  در 
ماتریس کوواریانس بر اساس تنها یک نمونه مرجع در فاز 

نسبت    1 نمودارهاي  توان  یافته  تعمیم  نماییدرستبر 
فاز   در  چندمتغیره  ماکزیمم  و  بررسی    2چندمتغیره 

منظور،د.  شومی  این  و   براي  منفرد  تغییرات  دو دسته  هر 
در زمان در بردار میانگین و ماتریس کوواریانس فرآیند  هم

براي    𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀و    𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  ،𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆  شاخص  نظر گرفته شده و سه
تکرار   20000هاي پایش توام پیشنهادي بر اساس  تکنیک

نرمشبیه  استخراج می سازي در  متلب  منظور  به   د. نشوافزار 
نمودارهاي   توان  بر  پارامترها  برآورد  اثر  ،  ذکر شدهبررسی 

ها از آنهاي کلاسیک  در وهله اول حد کنترل بالاي نسخه
شبیه  بهطریق  می گونه سازي  تعیین  مقدار  اي  که  شود 

با   برابر  کنترل  تحت  حالت  در  دنباله  طول  متوسط 
𝐴𝐴𝐴𝐴𝐿𝐿𝐼𝐼𝐼𝐼 = هشدارهاي    که  شود  50 نرخ  تنظیم  با  معادل 

سطح   در  نمودار  دو  𝛼𝛼اشتباهی  = این    0.02 بر  است. 
هاي کلاسیک این دو اساس مقادیر حد کنترل بالاي نسخه

به با  نمودار  برابر  𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝐺𝐺ترتیب  = 47.1075                            
𝑈𝑈𝑈𝑈𝐿𝐿𝑀𝑀و   = از کنترل    است.  2.4833 سه سناریوي خارج 

 : هستندبه شرح زیر در نظر گرفته شده 

در این شایان توجه است که  تغییر در میانگین:   •
  عامل انحراف باعث شیفت بردار میانگین از   حالت

𝝁𝝁𝑰𝑰𝑰𝑰 = (𝜇𝜇1 = 0, 𝜇𝜇2 = 0, . . . , 𝜇𝜇5 = 0)𝑇𝑇   به  
𝜟𝜟 = (𝛿𝛿1𝜎𝜎1, … , 𝛿𝛿5𝜎𝜎5)𝑇𝑇  ؛𝝁𝝁𝒐𝒐𝒐𝒐 = 𝝁𝝁𝑰𝑰𝑰𝑰 + 𝜟𝜟 

شبیهشود.  ی م بزرگی سازي در  شده،  انجام  هاي 
مشخصه  میانگین  در  نظر  تغییر  در  یکسان  ها 

می  آنگرفته  از  در  شود.  متغیرها  واریانس  که  جا 
برابر   عددي  داریم   1مثال  شده،  گرفته  نظر  در 

𝝁𝝁𝒐𝒐𝒐𝒐 = (𝛿𝛿, 𝛿𝛿,𝛿𝛿, 𝛿𝛿, 𝛿𝛿)𝑇𝑇. 

در این   تغییر در انحراف معیار مشخصه کیفی: •
می  باعث  انحراف  عامل  انحراف  حالت  که  شود 

 𝜓𝜓𝑘𝑘𝜎𝜎𝑘𝑘به    𝜎𝜎𝑘𝑘ام از مقدار اسمی    𝑘𝑘معیار مشخصه  
بزرگی   اول،  سناریوي  همانند  کند.  پیدا  شیفت 

معیار مشخصه  انحراف  برابر    هاتغییر در  و  یکسان 
𝜓𝜓   می گرفته  نظر  آندر  از  مثال  شود.  در  که  جا 

تمامی   واریانس  ضریب    1برابر    متغیرهاعددي  و 
همبستگی میان هر دو جفت مشخصه کیفی برابر 

𝛿𝛿 = ماتریس   0.5 است،  شده  گرفته  نظر  در 
زیر خواهد  به صورت  کنترل  از  خارج  کوواریانس 

 بود: 

 )16( 𝜮𝜮𝑶𝑶𝑶𝑶 = �

𝜓𝜓2 0.5𝜓𝜓2 … 0.5𝜓𝜓2

0.5𝜓𝜓2 𝜓𝜓2 … 0.5𝜓𝜓2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0.5𝜓𝜓2 0.5𝜓𝜓2 … 𝜓𝜓2

�

5×5

 

معیار  • انحراف  و  میانگین  در  توام  تغییر 
باعث ها:  مشخصه انحراف  عامل  سناریو  این  در 

تغییر توام بردار میانگین و ماتریس کوواریانس به 
𝝁𝝁𝒐𝒐𝒐𝒐  و𝜮𝜮𝑶𝑶𝑶𝑶  شود. می 

عملکرد نمودارهاي پیشنهادي به ازاي سناریوهاي خارج از 
و    2و    1کنترل   میانگین  در  جداگانه  تغییرات  یعنی 

در   𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀و    𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴    ،𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆سه شاخص    ازاي پراکندگی به  
  آن  دهندهنشان   حاصل  خلاصه شده است. نتایج  2جدول  

 که  است

شیفت )1 تمامی  میانگین،  در  جداگانه  نمودار هاي 
Classical-MGLR    از𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴   به  کم نسبت  تري 

به   Classical-Maxنمودار   است.  طور برخوردار 
تغییرات ازاي  به                                   مشخص 

𝛿𝛿 = به   0.25,0.5,0.75,1 ماکزیمم  طور نمودار 
  63/52و    70/60،  18/48،  59/10متوسط  
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سریع نسبت  درصد  نمودار  از   نماییدرستتر 
می تعمیم عمل  موضوع یافته  این  کند. 
تغییرات نشان ازاي  به  که  است  آن  دهنده 

 ) 𝛿𝛿کوچک  = نمودار  0.25 دو  عملکرد  تفاوت   (
بزرگی شیفت   افزایش  با  لیکن  نبوده  قابل توجه 

 ). 4تفاوت قابل توجه است (شکل 
سریع   Classical-Max  نمودار )2 در  عملکرد  تري 

مشخصه معیار  انحراف  اختلالات  از تشخیص  ها 
می  نشان  شاخص  خود  داراي  و   𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴دهد 

مقادیر  کم  تمامی  ازاي  به  به    𝜓𝜓تري  نسبت 
نسبت   یافته  تعمیم  نمایی درستنمودار 
به  است.  اندازه  چندمتغیره  افزایش  با  کلی،  طور 

مشخصه معیار  انحراف  در  اختلاف  شیفت  ها، 
ابتدا افزایش و سپس کاهش   عملکرد دو نمودار 

 ).5یابد (شکل می 

اندازه   Classical-Max  نمودار )3 تمامی  هاي در 
کمتري نسبت به    𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆شیفت میانگین داراي  

طور مشخص،  است. به  Classical-MGLRنمودار  
مقادیر انحراف معیار طول دنباله نمودار ماکزیمم 

تغییرات   ازاي  𝛿𝛿به  = به    0.25,0.5,0.75,1

درصد    83/68و    32/66،  95/49،  04/11ترتیب  
نسبت  کم  نمودار  از  یافته تعمیم  نماییدرست تر 

چندمتغیره است. این روند حاکی از آن است که 
برتري  میانگین،  در  شیفت  اندازه  افزایش  با 

نمودار   Classical-Max  نمودار به  نسبت 
Classical-MGLR   به ازاي شاخص انحراف معیار

 ).6شود (شکل طول دنباله تقویت می 
هاي هاي انحراف معیار مشخصه در تمامی شیفت  )4

نمودار   شاخص   Classical-Maxکیفی،  داراي 
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆    نمودار به  نسبت  -Classicalکمتري 

MGLR   بر علاوه  نمودار  این  نتیجه  در  است. 
سرعت بیشتر در تشخیص اختلالات پراکندگی،  
نیز   هشدار  اعلام  زمان  در  بیشتري  ثبات  از 

طور مشخص به ازاي تغییرات  برخوردار است. به
𝜓𝜓 ∈ ماکزیمم   {1.1,1.2,1.3,1.5} نمودار 

و    47/56،  11/58،  48/45چندمتغیره به ترتیب  
از شاخص    43/42 تري نسبت  کم   𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆درصد 

 ).7به نمودار رقیب برخوردار است (شکل 

 

 هاي طول دنباله نمودارهاي رقیب به ازاي تغییرات جداگانه میانگین و انحراف معیارویژگی .2جدول  
Table 2. Run-length characteristics of competing control charts under separate changes in the mean and 
standard deviation. 

 شاخص نمودار

(𝜹𝜹,𝝍𝝍) 

)1 ،0(
 )1 ،

25/0(
 )1 ،5/0(

 )1 ،
75/0(

 

)1 ،1(
 )1/1 ،0(
 )2/1 ،0(
 )3/1 ،0(
 )5/1 ،0(
 

Classical-MGLR 

ARL 147/50 315/37 027/18 061/7 949/2 663/28 496/11 742/4 565/1 
SDRL 563/49 152/37 465/17 524/6 390/2 304/28 028/11 234/4 938/0 
MRL 35 26 13 5 2 20 8 3 1 

Classical-Max 

ARL 097/50 364/33 341/9 775/2 397/1 145/16 151/5 419/2 237/1 
SDRL 664/49 051/33 741/8 197/2 745/0 431/15 620/4 843/1 540/0 
MRL 35 23 7 2 1 12 4 2 1 

Bootstrap- MGLR 

ARL 250/50 458/38 036/19 560/7 221/3 738/29 169/12 167/5 801/1 
SDRL 862/49 280/38 437/18 984/6 609/2 357/29 677/11 615/4 080/1 
MRL 35 27 14 5 2 21 8 3 1 

Bootstrap-Max 

ARL 834/50 111/35 294/10 105/3 587/1 529/16 655/5 630/2 432/1 
SDRL 335/50 792/34 626/9 460/2 846/0 795/15 070/5 004/2 626/0 
MRL 35 24 8 2 1 12 4 2 1 
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 . هاي کلاسیک نمودارهاي کنترل رقیب به ازاي تغییرات میانگینمنحنی متوسط طول دنباله نسخه. 4شکل 

Figure 4. Average run-length (ARL) curves of the classical versions of competing control charts under mean 
shifts. 

 
 .هاي کلاسیک نمودارهاي کنترل رقیب به ازاي تغییرات پراکندگیمنحنی متوسط طول دنباله نسخه. 5شکل  

Figure 5. Average run-length (ARL) curves of the classical versions of competing control charts under dispersion 
(variability) shifts. 

 
 . هاي کلاسیک نمودارهاي کنترل رقیب به ازاي تغییرات میانگینمنحنی انحراف معیار طول دنباله نسخه. 6شکل 

Figure 6. Standard deviation of run length (SDRL) curves of the classical versions of competing control charts 
under mean shifts. 
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 . هاي کلاسیک نمودارهاي کنترل رقیب به ازاي تغییرات پراکندگیمنحنی انحراف معیار طول دنباله نسخه. 7شکل 

Figure 7. Standard deviation of run length (SDRL) curves of the classical versions of competing control charts 
under dispersion (variability) shifts.

نمودارهايویژگی  مقایسهبا   دنباله  طول                  هاي 
Classical-MGLR  و  Bootstrap-MGLR  ازاي   به 

قابل   زیر  موارد  کنترل  از  خارج  دوم  و  اول  سناریوهاي 
 گیري است:نتیجه 
شکل   )1 اساس  شیفت 8بر  تمامی  ازاي  به  هاي ، 

 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴داراي    Bootstrap-MGLRمیانگین، نمودار  
نمودار  بزرگ به  نسبت    Classical-MGLRتري 

افزایش   با  افزایش  𝛿𝛿است.  میزان   ،𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴    به
یکنواخت  صورت  به  تخمین  خطاي  واسطه 

به یافته  بهطوري افزایش  بزرگی شیفت   که  ازاي 
، 06/3به ترتیب افزایش    1و    0/ 75،  5/0،  25/0
مشاهده    𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴درصدي در    22/9و    07/7،  60/5
 شود.می 

دهد در شرایطی  نشان می   9طور که شکل  همان )2
که عامل انحراف منجر به تغییر ساختار ماتریس 

شود، خطاي تخمین پارامتر منجر  کوواریانس می 
قابل  نسبتا  افزایش  شاخص ملاحظهبه  در  اي 

𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴    نسبت یافته  تعمیم  نماییدرست نمودار 
افزایش  می چندمتغیره   درصد  براي    𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴شود. 

                      5/1و    1/ 3،  2/1،  1/1هاي  شیفت 
ترتیب    % 08/15و    %96/8،  %85/5،  %75/3به 

نشان  صعودي  روند  این  است.  شده  حاصل 
کوچکمی  تغییرات  در  که  خطاي    ، دهد  نقش 

بوت روش  و تخمین  بوده  محدود  نسبتاً  استرپ 
نسبتاً   Bootstrap-MGLRنمودار   عملکرد 

کلاسیک   نسخه  با  با  خود  مشابهی  لیکن  دارد. 

مشخصه  معیار  انحراف  در  شیفت  هاي افزایش 
بازنمونه  از  حاصل  نوسانات  اثر  گیري کیفی، 

نسبت  بوت نمودار  توان  بر   نماییدرست استرپی 
 شود. یافته چند متغیره تشدید میتعمیم

تحت تغییرات بردار میانگین به    𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆شاخص   )3
شیفت ااز 𝛿𝛿هاي  ي  ∈ در   {0.25,0.5,0.75,1}

بوت نمودار  نسخه  به    MGLRاسترپی  ترتیب  به 
درصد بیشتر    16/9و    05/7،  57/5،  04/3میزان  

الگوي  این  است.  نمودار  این  نسخه کلاسیک  از 
می  نشان  را  رفتاري  همان  در  افزایشی  که  دهد 

مهم    𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴شاخص   نقش  بیانگر  و  شد  مشاهده 
پایداري  کاهش  در  پارامتر  تخمین  خطاي 
عملکرد نمودار است. همچنین به ازاي تغییرات  

𝜓𝜓 ∈ معیار    {1.1,1.2,1.3,1.5} انحراف  در 
به ترتیب    Bootstrap-MGLRها، نمودار  مشخصه

درصد از    14/15و    00/9،  89/5،  72/3به میزان  
به   نسبت  بالاتري  دنباله  طول  معیار  انحراف 

 نسخه کلاسیک برخوردار است.
ویژگی مقایسه  نمودارهايبا  دنباله  طول                     هاي 

Classical-Max    وBootstrap-Max    سناریوهاي ازاي  به 
گیري خازج از کنترل اول و دوم نیز موارد زیر قابل نتیجه

 است: 

  Bootstrap-Maxدر نمودار    𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  شاخص  مقدار )1
تر از  ی سطوح شیفت در میانگین بزرگ در تمام

نمودار   در  متناظر  است.    Classical-Maxمقدار 
ترتیب   به  افزایش  در  24/5این                         درصد 
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𝛿𝛿 = 𝛿𝛿درصد در    20/10،  0.25 = 0.5  ،89/11  
𝛿𝛿درصد در   = 𝛿𝛿درصد در    13/ 60و    0.75 = 1 

است  آن  بیانگر  موضوع  این  است.  شده  گزارش 
وسیله   به  پارامترها  برآورد  خطاي  اثر  که 

استرپ بر عملکرد نمودار ماکزیمم  الگوریتم بوت 
با بزرگ تر شدن شیفت در میانگین  چندمتغیره 

می مشخصه آشکار  بیشتر  کیفی     شود هاي 
 ). 10(شکل 

در   Bootstrap-Maxنمودار    𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴شاخص   )2
تمامی  در  معیار  انحراف  تغییر  سناریوي 

بزرگ اندازه شیفت  در  هاي  متناظر  مقادیر  از  تر 
افزایش   Classical-Maxنمودار   میزان                  است. 

𝜓𝜓در شیفت کوچک    %38/2از   = آغاز شده    1.1
تا   شیفت    %76/15و  𝜓𝜓در  = افزایش   1.5

خطاي  می  که  است  آن  بیانگر  الگو  این  یابد. 
ماتریس   میانگین،  بردار  پارامترهاي  تخمین 
ماکزیمم  نمودار  بالاي  کنترل  حد  و  کوواریانس 
در  مرجع  نمونه  یک  تنها  اساس  بر  چندمتغیره 
با  اما  دارد،  محدودي  اثر  کوچک  تغییرات 

حساسیت  بزرگ پراکندگی،  تغییر  شدن  تر 
به می نمودار  کاهش  توجهی  قابل    یابد طور 

 ). 11(شکل 

نمودار    𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆شاخص   )3 در   Bootstrap-Maxدر 
مشخصه  میانگین  در  شیفت  سطوح  ها،  تمامی 

نمودار  بزرگ در  متناظر  مقدار  از  تر 
Classical-Max    افزایش میزان  به    𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆است. 

درصد    56/13و    97/11،  12/10،  27/5ترتیب  
افزایشی  روند  این  که  است  شده  گزارش 

نمودار  نشان عملکرد  ثبات  کاهش  دهنده 
تخمین  خطاي  دلیل  به  چندمتغیره  ماکزیمم 

 پارامتر است. 

نمودار    𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆  شاخص )4 در   Bootstrap-Maxدر 
بزرگ معیار  انحراف  شیفت  سطوح  از  تمام  تر 

نمودار   در  متناظر  است.    Classical-Maxمقدار 
افزایش   ،  74/9،  36/2ترتیب  به   𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆میزان 

نشان  93/15و    74/8 که  بوده   دهندهدرصد 
تغییرات  تشخیص  زمان  در  نوسان  افزایش 

استرپی نمودار ماتریس کوواریانس در نسخه بوت

کلاسیک  نسخه  به  نسبت  چندمتغیره  ماکزیمم 
 است. 

عملکرد نمودارهاي پیشنهادي به ازاي سناریوهاي خارج از 
به    3کنترل   پراکندگی  و  میانگین  در  توام  تغییرات  یعنی 

شاخص   سه  جدول    𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀و    𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴  ،𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆ازاي   3در 
 که:  است آن دهندهنشان  حاصل خلاصه شده است. نتایج

در سناریوي تغییرات توأم میانگین و پراکندگی،   )1
نمودار   دنباله  طول  متوسط  شاخص  مقدار 

Classical-Max    کمتر شیفت  تمامی سطوح  در 
است.    Classical-MGLRاز مقادیر متناظر روش  

از   تفاوت  از    45/38این  بیش  تا    34/53درصد 
می  مشاهده  قابلیت درصد  بیانگر  که  شود 

تر تغییرات توام در بردار میانگین  تشخیص سریع
ماکزیمم   نمودار  توسط  کوواریانس  ماتریس  و 

 چندمتغیره است. 
سطوح    Classical-Maxنمودار   )2 تمامی  در 

زمان میانگین و انحراف معیار، داراي  تغییرات هم
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆   به  کم نسبت  بیشتري  پایداري  و  تر 

شش    Classical-MGLRنمودار   هر  در  است. 
مقدار   توام،  نمودار    𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆شیفت 

Classical-Max   قابل به از طور  کمتر  توجهی 
از    Classical-MGLRنمودار   این اختلاف  بوده و 
از    45حدود   بیش  تا  متغیر    55درصد  درصد 

بر  علاوه  که  است  آن  بیانگر  موضوع  این  است. 
نمودار   بیشتر  در   Classical-Maxسرعت 

تشخیص تغییرات توام، این نمودار رفتار نوسانی 
 کمتري دارد.  

هم  )3 تغییرات  سطوح  تمامی  و  در  میانگین  زمان 
شاخص   دو  هر  معیار،   𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆و    𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴انحراف 

بوت نسبت  نسخه  نمودار   نماییدرست استرپی 
بزرگ تعمیم چندمتغیره  نسخه یافته  از  تر 

حدود   از  افزایش  این  است.   54/4کلاسیک 
تا   متوسط    24/10درصد  شاخص  براي  درصد 

از   و  دنباله  تا    50/4طول  درصد    28/10درصد 
متغیر   دنباله  طول  معیار  انحراف  اشخص  براي 

دهنده اثر خطاي برآورد  است. این موضوع نشان
نسبت   نمودار  حساسیت  بر  پارامترها 

یافته چندمتغیره در مواجهه تعمیم   نماییدرست
فرآیند  توزیع  پارامترهاي  در  توام  اختلالات  با 
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به  شیفت است؛  در  تغییرات ویژه  که  هایی 
پراکندگی شدیدتر است، این خطا تأثیر بیشتري 

 دارد.  
هم  )4 تغییر  سطوح  تمامی  و در  میانگین  زمان 

شاخص   معیار،  نسخه   𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴انحراف   در 
استرپی نمودار ماکزیمم چندمتغیره، همواره  بوت

نسخه بزرگ  از  دامنه کلاسیک  است.  این تر  ي 
تا    6/ 77افزایش بین   براي    12/ 73درصد  درصد 

  78/12درصد تا    82/6متوسط طول دنباله و از  

دنباله   طول  معیار  انحراف  شاخص  براي  درصد 
که   است  آن  بیانگر  موضوع  این  است.  متغیر 
نمودار  حساسیت  بر  پارامترها  برآورد  خطاي 

برابر اختلالات هم زمان  ماکزیمم چندمتغیره در 
اثر  این  است.  تأثیرگذار  پراکندگی  و  میانگین 

شیفتبه در  تغییرات  ویژه  شدت  که  هایی 
تر شده و منجر به  پراکندگی بیشتر است، پررنگ

 گردد.می  𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆و  𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴ملاحظه افزایش قابل

 
 . هاي کلاسیک نمودارهاي کنترل رقیب به ازاي تغییرات میانگینمنحنی متوسط طول دنباله نسخه. 8شکل 

Figure 8. Average run-length (ARL) curves of the classical and bootstrap MGLR charts under mean shifts. 

 
 .هاي کلاسیک نمودارهاي کنترل رقیب به ازاي تغییرات پراکندگیمنحنی متوسط طول دنباله نسخه. 9شکل 

Figure 9. Average run-length (ARL) curves of the classical and bootstrap MGLR charts under dispersion 
(variability) shifts. 
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 . هاي کلاسیک نمودارهاي کنترل رقیب به ازاي تغییرات میانگینمنحنی انحراف معیار طول دنباله نسخه. 10شکل 

Figure 10. verage run-length (ARL) curves of the classical and bootstrap MMAX charts under mean shifts. 

 
 . هاي کلاسیک نمودارهاي کنترل رقیب به ازاي تغییرات پراکندگیمنحنی انحراف معیار طول دنباله نسخه. 11شکل 

Figure 11. Average run-length (ARL) curves of the classical and bootstrap MMAX charts under dispersion 
(variability) shifts. 

 

 گیرينتیجه -7

ماتریس تمامی روش و  میانگین  بردار  پایش همزمان  هاي 
کوواریانس موجود در ادبیات، بر فرض دسترسی به تعداد 
حدود  و  پارامترها  پایدار  برآورد  براي  مرجع  نمونه  کافی 

حالی در  هستند؛  مبتنی  از کنترل  بسیاري  در  که 
و   تجزیه  در  مرجع  نمونه  یک  تنها  واقعی،  کاربردهاي 

در دسترس است. براي رفع این خلأ، در این   1تحلیل فاز  
بوت روش  بر  مبتنی  الگوریتمی  براي مطالعه  استرپ 

تخمین بردار میانگین، ماتریس کوواریانس و حدود کنترل  
نسبت   نمودار  و  تعمیم  نماییدرست دو  چندمتغیره  یافته 

فاز   در  چندمتغیره  ماکزیمم  شد.   1نمودار  داده  توسعه 
به منظور استخراج منحنی    2سپس، رویکردهاي پایش فاز  

نسبت   نمودارهاي  دنباله  یافته  تعمیم  نماییدرستطول 

اثر  گرفتن  نظر  در  با  چندمتغیره  ماکزیمم  و  چندمتغیره 
به  کنترل  حدود  و  پارامتر  تخمین  الگوریتم خطاي  وسیله 

شد.  بوت پیشنهاد  نظر  مورد  نمودارهاي  توان  بر  استرپ 
شبیه  مونت سازي نتایج  گسترده  که  هاي  داد  نشان  کارلو 

رغم اتکا به تنها یک استرپ پیشنهادي، علیالگوریتم بوت
نمونه مرجع، توانایی مناسبی در برآورد پارامترهاي توزیع 
همچنین   و  کوواریانس  ماتریس  و  میانگین  بردار  یعنی 
حاصل   نتایج  دارد.  نظر  مورد  نمودارهاي  کنترل  حدود 

نمونه تعداد  افزایش  با  که  نمود  تایید  هاي همچنین 
با برآورد بردار میانگین و  استرپ، شاخصبوت هاي مرتبط 

هدف   مقادیر  به  ملایم  شیبی  با  کوواریانس  ماتریس 
مینزدیک برآورد  تر  به  دستیابی  براي  حال،  این  با  شوند. 
هاي قطر اصلی ویژه در مجموع عناصر و مؤلفهتر، بهدقیق

ماتریس کوواریانس برآورد شده، استفاده از تعداد بیشتري  
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بوت  تحلیل نمونه  همچنین  است.  ضروري  استرپ 
طول شاخص معیار  انحراف  دنباله،  طول  متوسط  هاي 

تغییر  مختلف  سناریوهاي  در  دنباله  طول  میانه  و  دنباله 
(بردار میانگین، ماتریس کوواریانس و تغییرات توأم) نشان 
نسبت   نمودار  دو  هر  عملکرد  بر  تخمین  خطاي  که  داد 

ماکزیمم تعمیم  نماییدرست نمودار  و  چندمتغیره  یافته 
فاز   در  بعد    2چندمتغیره  مقاله،  این  در  است.  اثرگذار 

سیستم  در  لیکن  شد،  گرفته  نظر  در  ثابت  هاي  فرآیند 
تواند در طول زمان تغییر ها می واقعی تولید تعداد مشخصه

کند و این مسئله ساختار میانگین و ماتریس کوواریانس را  
می  ناپایداري  ازایندچار  میکند.  پیشنهاد  در رو،  شود 

بعد فرآیند به  صورت تطبیقی در نظر گرفته  مطالعات آتی 
فعال شناسایی   متغیرهاي  فقط  زمانی،  گام  تا در هر  شود 

آن اساس  بر  و  کوواریانس شده  ماتریس  و  میانگین  ها 
نمونه   هر  مشاهدات  حاضر،  پژوهش  در  شوند.  بازبرآورد 

اثر به و  شدند  گرفته  نظر  در  یکدیگر  از  مستقل  صورت 
آن میان  روشخودهمبستگی  طراحی  در  هاي ها 

ازاین نشد.  لحاظ  روشپیشنهادي  توسعه  هاي  رو، 
گیري پیشنهادي در شرایط وجود خودهمبستگی و با بهره 

مدل می از  زمانی،  سري  بههاي  از  تواند  یکی  عنوان 
 مسیرهاي مهم براي تحقیقات آتی مدنظر قرار گیرد.

 نویسندگان  هاي مشارکت

کرده عبانواز  پیش   :مهینفضه  خطیتهیه  ،  نویس 
مدل مفهومی    ،شناسی پژوهشبازنگري اولیه گزارش، روش

مرتبط،  پیشینه  و  نظري  ادبیات  بررسی    پژوهش، 
دادهتجزیه پیش وتحلیل  بازبینی  ها،  آماري،  تحلیل  نویس 

 حسین   ؛ راهنمایی، بازبینی متن  :محمدرضا ملکی  ؛متن
 ؛ راهنمایی، بازبینی متن :اقبالی

 منافع  تعارض

  تضاد منافع مرتبط   گونهچی هکه    کنندی ماعلام    سندگانینو
و بدون    طرفانه یب  صورتبه   جیحاضر ندارند و نتا  قیبا تحق

 . است آمدهدستبه  ياحرفه ای یدخالت منافع شخص

 قدردانی 

مهندسی   نشریه  اجرایی  عوامل  از  صمیمانه  نویسندگان 
بهره  و  در سیستم  که  افرادي  سایر  و  محترم  داوران  وري، 

داشته همکاري  مقاله  این  کیفیت  قدردانی بهبود  اند، 
 نمایند.می 

 هاي طول دنباله نمودارهاي رقیب به ازاي تغییرات توام میانگین و انحراف معیارویژگی .3جدول 
Table 3. Run-length characteristics of competing control charts under simultaneous changes in the mean and 
standard deviation. 

 شاخص  نمودار

(𝜹𝜹,𝝍𝝍) 

)1 ،0 (
 )1 /1 ،

25 /0(
 )2 /1 ،

25 /0(
 )3 /1 ،

25 /0 (
 )1 /1 ،5 /0(
 )2 /1 ،5 /0(
 )3 /1 ،5 /0(
 

Classical-MGLR ARL 147 /50 906 /21 572 /9 141 /4 477 /11 751 /5 051 /3 
SDRL 563 /49 417 /21 073 /9 599 /3 102 /11 258 /5 506 /2 
MRL 35 15 7 3 8 4 2 

Classical-Max ARL 097 /50 211 /12 466 /4 277 /2 432 /5 012 /3 878 /1 
SDRL 664 /49 804 /11 931 /3 700 /1 957 /4 464 /2 283 /1 
MRL 35 9 3 2 4 2 1 

Bootstrap- MGLR ARL 250 /50 363 /23 137 /10 565 /4 998 /11 215 /6 352 /3 
SDRL 862 /49 848 /22 936 /9 969 /3 602 /11 681 /5 751 /2 
MRL 35 16 7 3 9 4 2 

Bootstrap-Max ARL 8342 /50 038 /13 780 /4 531 /2 908 /5 336 /3 117 /2 
SDRL 3347 /50 609 /12 205 /4 891 /1 395 /5 729 /2 447 /1 
MRL 35 10 3 2 4 2 1 
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